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O projeto de estruturas otimizadas esta se tornando cada vez mais importante devido a escassez de recursos,
competicdes tecnoldgicas e questdes de protecdo ambiental. Ao considerar varios casos de carga e
materiais, a otimizacéo estrutural busca produzir um projeto que seja econdmico e seguro. A otimizagao
topoldgica se tornou bastante difundida entre as engenharias e atualmente é aplicada em muitos campos de
pesquisa. A maioria dos estudos de otimizacdo topoldgica sdo realizados sob as premissas do
comportamento elastico linear, que idealiza o material e impde o equilibrio em relagdo a configuragdo de
referéncia (ndo deformada) da estrutura. No entanto, as suposic¢des de linearidade sdo muito restritivas para
problemas avangados. Neste contexto, este trabalho ird verificar um algoritmo baseado no método de
otimizacéo topolégica com nédo linearidade geométrica para problemas em estado plano de tensdo. O cddigo
proposto foi desenvolvido no software MATLAB. A verificacdo do cédigo com ndo linearidade geométrica
ocorre a partir da replicacdo do caso de uma viga em balan¢o carregada na extremidade. O processo de
otimizacdo com n&o linearidade, ao contrario da otimizacao topoldgica linear, deve apresentar dependéncia
da magnitude da carga. Os resultados obtidos demonstram uma boa estabilidade durante o processo iterativo
e topologias assimétricas sdo geradas.

Palavras-chave: ndo linearidade geométrica, topologia assimétrica, otimizag&o estrutural.

The design of optimized structures is becoming increasingly important due to resource scarcity,
technological competition and environmental protection issues. By considering various load cases and
materials, structural optimization seeks to produce a design that is both economical and safe. Topology
optimization has become quite widespread among engineering and is currently applied in many research
fields. Most topological optimization studies are carried out under the assumptions of linear elastic
behavior, which idealizes the material and imposes equilibrium in relation to the (non-deformed) reference
configuration of the structure. However, linearity assumptions are too restrictive for advanced problems. In
this context, this work will verify an algorithm based on the topology optimization method with geometric
nonlinearity for plane stress problems. The proposed code was developed in MATLAB software. The
verification of the code with geometric nonlinearity occurs from the replication of the case of a cantilever
beam loaded at the end. The optimization process with non-linearity, in contrast to linear topological
optimization, must be dependent on the magnitude of the load. The results obtained demonstrate good
stability during the iterative process and asymmetric topologies are generated.

Keywords: geometric nonlinearity, asymmetric topology, structural optimization.

1. INTRODUCAO

Projetar elementos ou sistemas estruturais € um processo de encontrar uma solugdo para um
problema com todas as restricdes e requisitos presentes nele. Geralmente, ha mais de uma solucéo.
Especificamente, um projeto serd limitado a uma ou mais solugées, dependendo dos critérios
adotados. Por exemplo, os critérios podem estar relacionados a forma estrutural, caracteristicas
do material, facilidade de fabricacdo e montagem, demanda por pegas padronizadas ou
desempenho mecanico especifico envolvendo aerodinamica, transferéncia de calor, resisténcia ao
desgaste, etc. Em principio, o projetista quer otimizar alguns fatores de mérito comuns a todos
esses citados [1].
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Algoritmos para resolver problemas de otimizagdo tendem a ser iterativos. Durante este
processo, o algoritmo procura minimizar ou maximizar uma funcdo objetivo escolhendo
sistematicamente os valores das variaveis dentro de um conjunto viavel. Algoritmos diferentes
podem ter eficiéncia e requisitos diferentes. Nao existe um Unico método disponivel para resolver
todos os problemas de otimizacdo de forma eficiente [2, 3].

Por muitos anos, engenheiros mecéanicos e civis [4-7] utilizam a otimizacdo topol6gica para
minimizar a quantidade de material e a energia de deformacdo das estruturas. A otimizacdo
topoldgica é um método computacional que ao satisfazer restrigdes de projeto e a0 minimizar uma
determinada funcdo de custo, pode otimizar a distribuicdo de material dentro de uma regido
especifica [8].

Assim, entende-se que a otimizagdo topoldgica € um processo computacional no qual uma
superficie ou volume de uma estrutura, submetida a carregamentos e condi¢des de contorno, é
dividida em um ndmero finito de pequenas areas ou volumes denominados elementos finitos. No
inicio do processo de otimizagdo, todos os elementos finitos do dominio computacional recebem
a mesma densidade. Neste processo, as densidades sdo distribuidas de acordo com o0s objetivos
pré-estabelecidos, como maximizar a rigidez ou a resisténcia estrutural sem desconsiderar as
propriedades mecéanicas do material. Desta forma, o material subutilizado (com baixa tensdo ou
alta flexibilidade ou compliance) é gradualmente removido ou redistribuido pelo dominio
computacional. Formando, no final, uma nova topologia [6, 7].

Gea e Luo (2001) [9] é um dos primeiros artigos que considerou a ndo linearidade durante o
processo de otimizacdo topoldgica. Neste artigo, o problema de otimizacdo foi investigado para
estruturas com ndo linearidade geométrica. O problema de otimizacéo foi resolvido iterativamente
por um método de aproximacédo convexa sequencial. Os resultados numéricos demonstraram que
ao considerar a ndo linearidade, as topologias sdao mais rigidas do que aquelas obtidas por um
processo de otimizacdo linear. Além disso, foi evidenciado que para estruturas que sofrem com
grandes rotacdes ou deslocamentos, 0 processo de otimizacdo linear pode gerar uma topologia
que talvez ndo atenda as restricdes de projeto quanto ao comportamento mecanico.

Um novo método para otimizacgdo topoldgica de mecanismos flexiveis usando o método de
Galerkin foi apresentado por Du et al. (2008) [10]. Com o método de Galerkin, a discretizagdo do
dominio computacional foi feita por n6s. Com isso, a distor¢do da malha foi eliminada, ou seja, a
dificuldade de convergéncia relacionada com problemas geometricamente ndo lineares foi
evitada. Além disso, foi utilizado o método do Material Isotropico Solido com Penalizacéo para
representar a dependéncia ndo-linear entre as propriedades do material com as densidades. Os
resultados demonstraram que a construcdo de mecanismos flexiveis usando analise geométrica
ndo-linear ao longo do processo de otimizacdo pode produzir uma estrutura mais rigida do que
aquelas obtidas por abordagens lineares. Resultados similares também sdo demonstrados por
Bruns e Tortorelli (2001) [11].

Lee e Park (2015) [12] desenvolveram um novo método para otimizagdo topoldgica para
problemas sujeitos a carregamentos dindmicos ndo lineares. O método de cargas estéticas
equivalentes foi empregado para gerar 0 mesmo campo de resposta da analise estatica linear em
cada passo de tempo. O processo prossegue ciclicamente até que o critério de convergéncia seja
satisfeito. Resultados indicaram que os elementos finitos com baixa densidade podem causar
distor¢do na malha durante a analise dinamica ndo linear. Para evitar isso, uma adaptacdo na
fungdo objetivo foi proposta. A ideia consistiu em minimizar a flexibilidade (compliance)
préxima aos pontos de pico para evitar uma grande deformacgdo em um determinado passo de
tempo.

Nesse contexto, uma verificagdo de um codigo desenvolvido no software MATLAB para
otimizagdo topoldgica com ndo linearidade geométrica baseada na metodologia Otimizagdo
Estrutural Evolutiva Bidirecional é proposta no presente trabalho. A ideia sera avaliar resultados
benchmark retirados da literatura, comparando-os com aqueles obtidos no cédigo desenvolvido.
O processo de otimizacdo com ndo linearidade deve apresentar dependéncia da magnitude da
carga, ou seja, a carga maxima de projeto tem impacto significativo no processo de otimizagdo
para estruturas sujeitas a grandes rotagoes, deslocamentos ou deformacgdes. Como resultado,
espera-se gque topologias menos simétricas sejam obtidas a medida que a carga considerada para
a estrutura aumente durante as simulacdes.
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2. FUNDAMENTAGCAO TEORICA

2.1 Otimizacao topoldgica com nao linearidade para estruturas continuas

A maioria das pesquisas de otimizag&o estrutural se concentra na criacdo de estruturas com
pequenas deformacdes e adotam a Lei de Hooke para representar o material em regime linear. E
dificil aplicar métodos de otimizagdo em situacdes onde a ndo linearidade de material (como por
exemplo, a fissuracdo do concreto) ou geométrica (grandes rotacdes, deslocamentos ou
deformagdes) estdo envolvidas. A otimizagdo topoldgica de estruturas ndo lineares requer mais
tempo computacional do que o requerido para uma andlise linear. A eficiéncia computacional,
para tais situacdes, é considerada um caso critico, especialmente para analises tridimensionais
[13].

Assim, a funcdo objetivo ndo-linear para a minimizacdo da compliance com restricdo de
volume (a funcdo objetivo mais comum para processos de otimizagdo topoldgica) pode ser
descrita como:

- T
Ache x = (X1, X3, e, Xjy ey, Xy)

N
e _ 1 T _ 1 p.T _ 1 cext\T
Minimize C = Su Ku = E xgugkeue = () u

e=1
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(R(u) = fext _ fint _ 0 ( )
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Xi =Xmnoulei=12,..,N

onde x é o vetor das varidveis de projeto a serem otimizadas, € denota a compliance, u é o vetor
global dos deslocamentos, K é a matriz global de rigidez, u, e k, representam, respectivamente,
0 vetor de deslocamento (um subvetor do vetor global u) e a rigidez de cada elemento finito
(submatriz da matriz global K), R(u) é definido como o residuo de cada equacdo de equilibrio,
fint ¢ fext rapresentam os vetores de forca interna e externa, respectivamente, € x,,;,, N, p € v;
representam as densidades relativas minimas (diferentes de zero para evitar singularidade), o
numero de elementos usados para discretizar o dominio de projeto, o fator de penalizagdo (nimero
expoente, ndo confundir com a operacao de transposicdo, T) e o volume do i-ésimo elemento
finito, respectivamente. Finalmente, V(x) e V,;,, sdo a fracdo de volume total e a fracdo de
volume a ser atingida pelo algoritmo (definida pelo projetista), respectivamente.

De acordo com Han et al. (2022) [14] a Unica diferenca entre um processo de otimizagado
topoldgica com ndo linearidade em relagcdo a um processo linear padrdo é que a condicdo de
equilibrio R(u) = 0 deve ser assegurada usando um esquema iterativo para obter o campo de
deslocamento u.

No que diz respeito aos critérios de convergéncia adotados durante a analise ndo-linear de
elementos finitos, pode-se utilizar uma medida de comprimento de passo para verificar se a
andlise convergiu. Este critério pode ser feito pela anélise da equagdo de equilibrio (residuo de
forgas), baseado em normas relativas ao deslocamento total ou incremental em relacdo ao
deslocamento atual, ou variacdo relativa da energia de deformacdo ao longo das iteragdes. O
critério baseado em residuos, que utiliza uma abordagem incremental baseada em forga, é 0 mais
confiavel deles, pois avalia continuamente se a equacéo de equilibrio ja foi alcangada dentro de
uma certa tolerancia. Além disso, para fornecer solugdes precisas e acessiveis, a tolerancia deve
ser cuidadosamente escolhida. Para fazer isso, o engenheiro deve ter um conhecimento a priori
de como o material se comporta para determinar qual tamanho de passo é necessario para tracar
todo o caminho de equilibrio (com pequenos incrementos) ou escolher um comprimento de passo
maior se a carga de falha ndo for crucial para a analise (no caso deste artigo, um Unico incremento
¢ adotado juntamente com o critério das normas relativas do deslocamento total).
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A respeito do desenvolvimento da analise de sensibilidade, dois pontos importantes precisam
ser discutidos: (i) a variacdo de energia deformacional da estrutura para quando um determinado
elemento finito é removido ou adicionado no dominio computacional; e (ii) o esquema de
interpolacdo das densidades dos elementos finitos. A analise de sensibilidade é definida com base
no volume total do material a ser removido ou adicionado para cada iteracdo até que o algoritmo
atinja o volume final fornecido. No presente estudo, um modelo de densidade para 0 médulo de
elasticidade do material é utilizado E(x;;) = x}E, onde x; € a densidade do material para o
i-ésimo elemento finito, ao longo do processo assumira valor de x,,,;,, (vazio) ou 1 (s6lido).

O modelo de densidade é penalizado para garantir que as densidades fiquem proximas de x,,in
(vazios) ou de 1 (material). De acordo com Li et al. (1999) [15], h4 equivaléncia nas topologias
otimizadas quando utilizado como sensibilidade durante o processo de otimizacgdo o critério de
méaxima tensao ou o critério de minima compliance, definidos, respectivamente, como:

(0)%v;
a.e = —_— 2
' Zliv=1(o-i)qvi @)
1ulk;u,
e __ 1T 3
ai =3 7 3)

O volume total de material a ser removido do dominio computacional em cada iteragdo é dado
por v;,1 = v;(1 £ ER), onde ER é uma taxa evolutiva (porcentagem de material que sera
removido ou adicionado para cada iteracdo). O sinal vai depender do critério de sensibilidade
adotado, por exemplo, para casos com restri¢do de volume de material: “—" sera utilizado até o
algoritmo atingir o V,;,, fornecido pelo projetista e, caso a remogéo de material ultrapasse esse
valor, ou seja, ocorra a violagdo da restri¢do de volume, o algoritmo passara a adicionar material
no dominio computacional “+” até o volume final da estrutura ser igual ao Vy;,,,. Na sequéncia,
0 algoritmo distribui a quantidade de material V;,,; aos elementos finitos com base na
sensibilidade a; .

De acordo com Huang e Xie (2010) [13], h& outras restricdes que também podem ser
consideradas durante o processo de otimizagdo, como por exemplo, restricdo de tensdo,
deslocamento, frequéncias, etc. A restri¢do de tensdo implica que a tensdo ndo exceda o limite de
resisténcia em nenhum elemento do dominio computacional. Com isso, hd um controle rigido
sobre os niveis de tensdo devido a funcdo méxima ([16]).

Além disso, é comum usar filtros de sensibilidade para evitar bordas no processo de otimizacéo
topoldgica e outros fendmenos como checkboard e dependéncia de malha. Um filtro linear
simples é usado neste trabalho e pode ser definido por:

k e
Nodes _ Zf=1w(rij)ai (4)

' Yo w(ry)

onde k é o nimero de nos que s&o vizinhos (a uma distancia menor ou igual a r,,;,,) do elemento
finito i, r;; € a distancia entre o centro do elemento finito i até o no j, w(r;;) sdo fatores de
ponderacdo lineares w(7;;) = Tpin — 13 Para dist (i, j) < Tyn € w;; = 0 ou dist (i, ) = Ty
e a}"’des é a sensibilidade dos n6s dentro do raio de vizinhanga r;,;;, com centro no elemento
finito i.

Ainda, a Equacdo (4) é baseada na sensibilidade obtida de cada elemento finito, isto é, obtém-
se valores suavizados em funcao dos elementos vizinhos. A estrutura final otimizada apresentara
elementos internos com um formato bastante similar ao de uma trelica com se¢des transversais
de tamanho dependentes do 1;,,;,, € da fracdo de volume definida pelo usuério V (x) [16].

Por fim, a otimizacdo é realizada em um processo iterativo, que é interrompido quando os
valores da compliance convergem para um valor estavel, ou seja, é definido um critério de
convergéncia, expresso por:
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L
Y Co_; —Cu_y_;
ETTOT(C) — |Zl—1 kLl+1 k—L l+1| <0 (5)
=1 Ck—i+1

onde k é o nimero da iteracdo atual, ® é uma tolerancia de convergéncia permitida (geralmente
0,001) e L é um namero inteiro que representa o0 nimero de iteracBes anteriores consideradas na
avaliacdo do erro (geralmente 10).

Por fim, caso o leitor tenha interesse e queira entender mais sobre a aplicabilidade e
funcionamento do processo de otimizagdo topoldgica na analise estrutural, alguns cddigos
disponiveis podem ser encontrados em Chandrasekhar e Suresh (2021) [17], Picelli et al. (2021)
[18], Gao et al. (2021) [19], Ferrari e Sigmund (2020) [20] e Wang et al. (2023) [21].

2.2 Célculo da Matriz de Rigidez Tangente Nao-Linear Geométrica

Para o calculo da matriz de rigidez tangente (K¢=K°+ K.+ K?), utilizou-se o
procedimento indicado em Kim (2014) [22] e Bonet e Wood (2008) [23], onde a matriz é
calculada separadamente em trés partes e posteriormente adicionadas. A matriz de rigidez eléstica
linear tradicional do elemento fica definida como:

K = f BIDB, dv (6)
-‘;e

onde D é a matriz constitutiva para estado plano de tensdes e B, é a matriz que relaciona

deslocamentos nodais e deformacdes ({Ex &y yxy}T =& = B,U?), e que contém derivadas das
funcdes de forma (N). A parcela da matriz de rigidez de deformacéo linear K-, é dada por:

KL = f (BI'DB,, + BfDB,, + B/DB,) dv (7
ve

onde B, = AG ¢é amatriz de deformacdo linear da formulagdo Lagrangeana total, sendo A a matriz
com as derivadas dos deslocamentos com respeito as coordenadas cartesianas, e G a matriz que
contém as derivadas das fungdes de forma com respeito as coordenadas cartesianas.

Para a matriz inicial de tensdo K, a formulag&o € definida por:

Ko = f G™MG dv ®)
ve

sendo M a matriz que contém o estado de tenses iniciais (Piola-Kirchhoff) arranjado de forma
conveniente para as multiplicaces matriciais.

Pela formulacdo de elementos finitos adotada para representar a ndo linearidade geométrica,
os efeitos ndo lineares tipicos provocados por efeitos de grandes deformacdes ou deflexbes sdo
amplificados pela matriz de rigidez de tens&o tangente K?. Os componentes de K s&o calculados
com base no estado de tensdo da iteracdo de equilibrio anterior. Como resultado, normalmente
sdo necessarias pelo menos duas iteracfes para gerar um problema de tensdo rigida valido, porque
a primeira iteracdo é usada para determinar o estado de tensdo que sera utilizado para gerar o
K?da segunda iteragdo. Além disso, um maior nimero de iteracGes pode ser necessario para que
a solucdo convirja se a rigidez adicionada tiver impacto nos niveis de tensdo do problema.
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3. RESULTADOS E DISCUSSAO

A verificagdo do codigo de otimizacdo topoldgica com ndo linearidade geométrica,
desenvolvido no software MATLAB, ocorre a partir da replicacdo do caso de uma viga em
balango com uma carga vertical aplicada na extremidade da estrutura, conforme pode ser
observado na Figura 1. A estrutura otimizada foi inicialmente proposta por Buhl et al. (2000) [24]
e, posteriormente, replicada por Huang e Xie (2010) [13]. O processo de otimizacdo com nao
linearidade, ao contrario da otimizacdo topoldgica linear, deve apresentar dependéncia da
magnitude da carga, ou seja, a carga maxima de projeto deverd ter impacto significativo nas
topologias que sdo propensas a grandes deslocamentos ou deformagbes. Como resultado,
espera-se que topologias menos simétricas sejam obtidas & medida que a carga de projeto
considerada para a estrutura ao longo das simulagdes aumente [25].

0,25 m

‘ 1,00m »

Figura 1. Geometria da viga em balanco com carregamento transversal na extremidade (adaptado de
Buhl et al. (2000) [24]).

A viga em balango apresenta um comprimento de 1,00 m com uma largura de 0,25 m e uma
espessura de 0,10 m. Em relagéo as propriedades do material, foi utilizado um nylon com médulo
de elasticidade de 3 GPa e um coeficiente de Poisson de 0,4. Para as simulacdes foi utilizado um
elemento finito quadrilatero isoparamétrico com 2 graus de liberdade em cada né e com um
tamanho de 0,0020 m para discretizar o dominio computacional, ou seja, foram utilizados 62500
elementos finitos (N, = 500 elementos e N, = 125 elementos). Ademais, foi utilizada uma
restricdo de volume de 50% do dominio de projeto com o0s seguintes parametros para 0 processo
de otimizacdo: uma taxa evolutiva ER = 1%, isto €, para cada iteracdo, 1 % de material serd
removido do dominio computacional; e um tamanho de raio de filtro 7,,,;, = 0,02 m (ou 10
elementos finitos para a malha discretizada utilizada).

Para exemplificar como a ndo linearidade geométrica afeta a otimizacdo (a influéncia do
carregamento sob as topologias), a primeira simulagéo considerou um carregamento de 60 kN e
a segunda utilizou um carregamento de 144 kN. Os resultados obtidos quanto a compliance da
estrutura otimizada sdo comparados aos obtidos por Buhl et al. (2000) [24] e Huang e Xie (2010)
[13]. Os resultados comparados com a literatura sdo apresentados nas Tabelas 1 e 2. A Figura 2
apresenta o histérico evolutivo da compliance média e da variacdo da fracdo volumétrica das
topologias.
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Tabela 1. Comparativo das topologias com 50% de material retido (dois casos de carregamento) no
dominio computacional quando empregado a ndo linearidade geométrica durante o processo de
otimizacao topoldgico.

60 kN 144 kN
Buhl et
al. (2000)
(@) (b)
Huang e
Xie
(2010)
(c) (d)
Presente
estudo

(€) (f)

Durante o processo iterativo, percebeu-se que as topologias obtidas chegaram a geometrias
muito proximas aos casos (c) e (d) da Tabela 1. Entretanto, durante a etapa de convergéncia e
estabilizacdo da compliance (Equagéo (5)), notou-se que a topologia comegou a apresentar uma

variagdo em seu formato. Gerando, no final, uma estrutura mais rigida do que aquelas obtidas na
literatura.

Tabela 2. Comparacéo do trabalho complementar W (em kJ) para as topologias com n&o linearidade

geométrica.
Carga méaxima de projeto gggg)e Eza Alf] ngﬂ% e[1)§ie Presente estudo
60 kN 2,331 2,171 2,093
144 KN 13,29 12,38 10,653
',-_.‘J‘ fm 1
2000 jﬁ jfjfﬂ’m}r !
5 1900 = ﬂ'j‘ E 10C ‘ ) Prz 0.7
i—?m Wﬁﬁ é ¢ .?J‘e\!f :
E 170C § ﬁuﬂ
#‘ﬁ o 7
1600 _J,dgﬁ"' = 7 8500 m‘_"p{ '
. - \% e \% o

IteragGes
(@)

60 70
Iteragdes

(b)

Figura 2. Historico evolutivo da compliance média e fracdo volumétrica de um caso de uma viga em
balan¢o com um carregamento na extremidade de (a) 60 kN e (b) 144 kN.
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A medida que o material é iterativamente retirado do dominio computacional, como visto na
Figura 2, a compliance aumenta, resultando na topologia da estrutura mostrada nos casos (e) e (f)
da Tabela 1. Os "saltos" que ocorrem na compliance perto da 102 iteracdo e na faixa de 30 a 40 e
60 a 70 iteragdes (ver Figura 2) sdo devidos a uma mudanca significativa dentro da topologia, isto
é, h4d uma eliminacdo completa de alguma barra interna na estrutura otimizada. Esse
comportamento também é relatado por Huang e Xie (2010) [13] ao desenvolver uma otimizacao
topoldgica linear e, em um segundo momento, nédo linear. Além disso, observa-se que o valor
final de compliance para ambas as topologias simuladas com cargas de 60 kN e 144 kN
convergem com 79 iteracdes e chegam a um resultado muito préximo da literatura (ver Tabelas 1
e2).

4, CONCLUSAO

Este trabalho trouxe a implementacdo da formulacdo de ndo linearidade geométrica para
problema de otimizagdo topoldgica de estruturas em estado plano de tensdo. Foi revisada a teoria
bésica para implementagdo da formulagdo no contexto de elementos finitos. Um exemplo
previamente investigado por Buhl et al. (2000) [24] e Huang e Xie (2010) [13] foi utilizado para
comparar as topologias finais obtidas considerando a ndo linearidade geométrica. Os resultados
trouxeram melhorias no valor final da compliance na implementacédo feita em comparacdo com
os resultados da literatura.

O efeito da magnitude da carga nas topologias finais, para uma mesma fracéo volumétrica, foi
verificado; como se esperava, gerando topologias finais que sao assimétricas e dependentes da
carga aplicada. Tem-se como sugestdes para trabalhos futuros a implementacéo da ndo linearidade
de material, expanséo do cddigo para otimizagéo topologica para casos com multiplos materiais
(concreto armado) e outros algoritmos de analise ndo-linear como controle de forcas, controle de
deslocamentos ou controle generalizado de deslocamentos.
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