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Métodos de perturbagdo tém como finalidade obter uma solucdo aproximada de problemas envolvendo um
parametro pequeno 0 < € « 1. Isto é feito decompondo o problema original em uma sequéncia recorrente
de problemas mais simples, a partir dos quais se constroi uma solugdo assintética formal (SAF) do
problema. No entanto, hd problemas para os quais métodos tradicionais da teoria de perturbacdo ndo
fornecem resultados satisfatérios. Esse fato ¢ ilustrado aqui para o problema do oscilador harménico linear
regularmente perturbado. Para esse problema, como abordagem alternativa, emprega-se aqui 0 método das
escalas multiplas para construir uma SAF que é uma boa aproximagao da solugdo exata.

Palavras-chave: oscilador harménico linear, perturbacao regular, método das escalas multiplas.

Perturbation methods are intended to obtain an approximate solution to problems involving a small
parameter 0 < &€ « 1. This is attained by decomposing the original problem into a recursive sequence of
simpler problems, from which a formal asymptotic solution (FAS) of the problem is constructed. However,
there are problems for which traditional perturbation theory methods do not provide satisfactory results.
This fact is illustrated here for the regularly perturbed linear harmonic oscillator problem. For this problem,
as an alternative approach, the method of multiple scales is employed here to construct a FAS that is a good
approximation of the exact solution.

Keywords: linear harmonic oscillator, regular perturbation, multiple scales method.

1. INTRODUCAO

Dentre os problemas da matematica aplicada, muitas vezes pesquisadores se deparam com
situacBes em que encontrar a solucdo exata se torna um processo trabalhoso e, em certos casos,
mesmo conhecida a solugdo exata, esta envolve uma expressdo analitica complicada. Isto se
mostra comum ao modelar fendmenos encontrados na natureza. Frente a isso, se faz necessario o
estudo de modelos matematicos que descrevem tais fendmenos. Neste artigo sera abordado o
fendmeno de oscilagBes lineares, muito presente na natureza, e para isso sera utilizado o oscilador
harménico linear.

O oscilador harménico linear € um importante objeto de estudos, gracas as suas aplicagdes e
fundamentacdo tedrica. A discussao abrangente de sistemas oscilatérios lineares é garantida pela
grande importancia dos fenémenos oscilatorios em muitas &reas da fisica e da engenharia [1].
Para discutir este objeto, se faz necessario ferramentas matemaéticas capazes de fornecer
resultados satisfatorios em relacdo a obter boas aproximacdes para a solugdo do modelo. Dentre
as ferramentas matematicas que facilitam este processo esta a teoria das perturbacdes que,
segundo Nayfeh (1993) [2], € a mais importante entre as técnicas analiticas de aproximacao de
solugdes.

Tem-se que a teoria de perturbaces é definida como aproximac@es que utilizam de expansodes
em série efetuadas a partir da estrutura de equagdes diferenciais cujas solugdes e caracteristicas
sdo conhecidas para que as solugbes das equacdes de interesse possam ser estimadas [2]. Em
outras palavras, a teoria de perturbac@es realiza uma decomposicao de um problema em infinitos
problemas cujas solugdes podem ser encontradas mais facilmente.
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Sobre os problemas de perturbacdo, estes se dividem em dois tipos: perturbagéo regular e
perturbacdo singular [2]. A caracteristica que diferencia estes tipos de problemas de perturbacéo
é que para problemas de perturbagdo singular, a natureza do problema se modifica gracas a
presenca do parametro de perturbacdo, e em problemas de perturbagdo regular a natureza do
problema se mantém [2]. Um exemplo disto é considerar um problema de Cauchy com a presenga
de um parametro de perturbacdo, em que, no caso singular, este acompanha a derivada de maior
ordem na equacéo diferencial e no caso regular, ndo. A presenga do parametro de perturbagdo na
derivada de maior ordem da equacdo diferencial implica no descumprimento de algumas
condicdes de contorno e/ou iniciais do problema, ja que a medida que o pardmetro se torna menor,
pouca serd a influéncia da derivada de maior ordem na equacao.

Vale destacar que além de conceitos da teoria de perturbacGes, serd utilizado o método de
escalas multiplas, dada suas vantagens frente ao problema proposto no artigo. As principais
aplicacBes deste método sdo problemas de oscilacBes ndo-lineares, problemas de camada limite,
dindmica de fluidos, aerodindmica, entre outros [3]. Uma das motivacGes para uso do método das
escalas mdltiplas, é de que na natureza existe varios fenébmenos que se comportam de maneira
distinta para diferentes escalas temporais, como por exemplo oscilagfes ndo-lineares. O método
de escalas maltiplas permite o desacoplamento da escala temporal, afim de proporcionar uma
melhor andlise para cada tipo de oscilacdo. No entanto, este desacoplamento resulta no
aparecimento dos chamados termos seculares, que sdo termos que implicam que as aproximagdes
obtidas pela teoria de perturbacdes, descumpram certas propriedades do problema original. Mas
0 método de escalas multiplas reorganiza tais termos de forma que sejam eliminados e a analise
em diferentes escalas temporais seja valida [4].

Assim, o presente artigo propde a resolugdo do problema do oscilador harmdnico linear
regularmente perturbado, para o qual mostra-se que a abordagem via método de perturbacéo
regular ndo é satisfatoria. Alternativamente, utiliza-se 0 método das escalas multiplas. E sera feita
a comparagdo entre a solucdo obtida por este método e a solucdo exata do problema. Como
referencial tedrico utiliza-se também Bahkvalov e Panasenko (1989) [5], Pontriaguin (1973) [6]
e Sanchez-Hubert e Sanchez-Palencia (1992) [7].

2. METODOLOGIA

2.1 Preliminares

Definigdo 1: (Simbolo de ordem O grande [5]). Sejam o intervalo T c R, e 0 conjunto E < R}
de valores do pardmetro €, 0 < € « 1. Seja B 0 espaco normado das fungbes x: T X E —» R com
lei de formacdo (t,&) » x(t, &) e norma ||x(t, €)||z definida para cada ¢ € E fixo. A notacdo
x(t,e) = 0(eV),N € R, quando £ - 0" na norma de B, equivale a afirmar que existem
constantes 4, g, € R tais que ||x(t,&)|lg < AN para 0 < € < &,.

Definicdo 2: (Solugdo assintética formal (SAF) [5]). Sejam os espacos normados B; € B,, a
funcdo f € B, e o operador Lf:B; — B, para cada € € E. Seja x® € By, x%(t) = x(t, €), a
solugdo exata da equacgéo

LExt = f €Y)
Uma SAF da Eq. (1) é uma série infinita, ndo necessariamente convergente,
+00
X (e) = ) eFnte), xi € By @
k=0

tal que para qualquer N € R, existe M(N) € N tal que paratodo m > M(N) vale a relacéo
m

LExM — f = 0(eN),  xM(te) = z X (t, €) (3)

k=0

quando € —» 0™ na norma de B,.
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Observe que a relagdo na Eq. (3) estabelece que, para m € N suficientemente grande, todo
truncamento x ™ da SAF x(*) aproxima a solugéo exata x¢ da Eq. (1) com erro ndo maior que
um maltiplo de &V,

2.2 Formulacdo do problema original e sua solugdo exata

Para cada &0 < e <« 1, procura-se x® € C2(R%) N CY(R,), x& = x(t, &), solugdo do
problema de Cauchy adimensional

xE+x8=—ex%, t>0
o T e 0, @
x€(0)=1,x5(0) =0

gue modela as oscilagbes harmonicas amortecidas de um sistema massa-mola. Note que, neste

caso, o0 parametro de perturbacdo ¢ é também o parametro de amortecimento. Note também que,

para cada ¢ fixo, a equacéo diferencial na Eq. (4) é uma EDO linear homogénea de segunda ordem
com coeficientes constantes. Logo, a solucdo exata do problema de Cauchy na Eq. (4) é

€ g?

x&(t) = e te/? (coswst + Z—WSsenwst), wé= [1-— T (5)

Esta solugdo representa corretamente o fenémeno fisico do amortecimento das oscilagGes até
seu desaparecimento ao transcorrer do tempo causado pelo atrito com o meio, uma vez que, para
todo &, x(t) oscila ao redor da posicéo de equilibrio x = 0 quando t - +oo.

A seguir, seguindo Nayfeh (1993) [2] e Sanchez-Hubert (1992) [7] apresenta-se a aplicacdo
de duas abordagens da teoria de perturbagdes para a construcdo de SAFs, os métodos perturbacao
regular e de escalas mdaltiplas, e ambas serdo comparadas com a solugdo exata. Assim, ficara
ilustrado o fato de que ha problemas em que a abordagem tradicional da perturbacéo regular ndo
consegue aproximar o comportamento (nem sequer qualitativo) da solucdo exata e que, portanto,
se faz necessario considerar uma abordagem alternativa (aqui, escalas multiplas).

2.3 Resolucdo via teoria de perturbacdes: perturbacdo regular versus escalas multiplas

Note que, comparando a Eq.(1) com a EDO do problema de Cauchy na Eq. (4), tem-se que 0

2
operador € L = % + s% + 1 e o termo independente é f = 0. Logo, ao procurar uma SAF do

problema de Cauchy em Eq. (4) pelo método de perturbacdo regular, de substituir a Eq. (2) com
x, = xi(t) na Eq. (4), agrupar as poténcias de € e igualar a zero seus coeficientes visando ter a
relacdo na Eq. (3), obtém-se a seguinte recorréncia de problemas:

0.{ Xo+x0=0 k.{ Xy + X = —Xp_q 6
E xe(0) = 1,%,(0)=0" & lxe(0) =1,%.(0) =0’ )
que produz
1 t
xo(t) =cost, x,(t) = 3 (sent —tcost), x,(t) = 3 (sent — tcost), 7

para 0s quais tem-se 0s seguintes truncamentos para m = 0,1,2 da proposta de SAF na Eq. (2)
com x;, = xp (t):
xO(¢t, &) = x,(t) = cost (8)
&
xD(t, €) = xo(t) + ex;(t) = cost + > (sent —tcost) 9

g &2
x@(t, &) = xo(t) + ex1(t) + €2x,(t) = cost + (sent — t cost) <§ + §t> (10)
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Levando em conta que cost e sen t sdo limitadas, que tlim sent e lim cost ndo existem,
—+00

t—>+o0

e que lim |t*sent| = lim [t¥ cost| = +oo, tem-se que os truncamentos para m = 0,1,2 nas
t—+o t—+0oo

Egs. (8)-(10) da proposta de SAF na Eq. (2) com x;, = x;(t) tém valor absoluto de crescimento
ilimitado, indicando que o comportamento fisico seria de oscilagfes reforgadas com amplitude
crescente. Isto estd em contradi¢do com o comportamento fisico de oscilacBes amortecidas com
amplitude decrescente até o desaparecimento que € representado corretamente pela solucdo exata
Eq. (5) do problema na Eq. (4). Tal comportamento é ilustrado na Figura 1.
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Figura 1: Comparacao da solucdo exata na Eq. (5) do problema na Eq. (4) com os truncamentos nas
Egs. (8)-(10) da proposta de SAF para € = 0.5 (acima) e ¢ = 0.05 (abaixo).

Tomar truncamentos com mais termos ndo resolve o problema, gracas a presenca de termos
da forma t* cost e t*“'sen t que divergem quando t — +co, mesmo que se torne & cada vez
menor, como ilustrado na Figura 1. Estes termos séo chamados de termos seculares e fazem com
que a abordagem do método de perturbacgdo regular ndo resolva o problema na Eq. (4).

Alternativamente, para eliminar o aparecimento de termos seculares de amplitude crescente
na construgdo da SAF, propde-se adotar uma contra¢do temporal que, na pratica, introduz uma
segunda escala representada pela variavel 7 e definida por

T = &t, (11D

em que t e 7 sdo consideradas independentes, dando origem ao método das escalas mdltiplas.
Assim, a incognita da Eq. (4) em termos das duas escalas é escrita como x¢(t) = x(t,7), T = &t
e, levando em conta a regra da cadeia, suas derivadas de primeira e segunda ordens sao reescritas
como
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. Ox® N ox® . 0%x° o 0%x¢ Lo 0%x¢ 12
7% T Y T o T %% %tar T Tan2 (12)
Assim, dada a Eq. (12), o problema original na Eq. (4) é escrito em duas escalas como
{62x8+2 62x€+ 0% +xf = ax€+ il (t,7) € R} X R}
otz " “farar ¢ 9ez )T T T ar T ar ) ST .

00 =1, (P42 0
OO=L A\ T8 =
(£1)=(00)

cuja EDO pode ser escrita como Lfx® = f, com f = 0 e o operador

Lt = 62+2 i + 2 O + (a+ a>+1 14
“\oez T ®%tar "% 9e2) o TEar) T (14)

Agora, considere o truncamento x(?(t, €) da proposta de SAF na Eq. (2) com x;, = x; (¢, 7),
T = &t, para o problema em duas escalas na Eq. (13) como

xPD(t,€) = xo(t,T) + ex,(t,7) + €2x,(t, 7), T=¢t (15)

Para garantir que a Eq. (15) satisfaca L¥x(®) — f = 0(e?) e as condigdes iniciais do problema
em duas escalas na Eq. (13), obtém-se a seguinte recorréncia de problemas para xj, k = 0,1,2:

azxo . N
0 atz +x0=0,(t,‘[)€]R+X]R+
ev: (16)

axO
%000 = 1.5 | =00 = 0

0%x, 0%x, 0x, . i}
1) B TMT 250, T (WD E R X RS
&4 ox, ox, a7
x1(0,0) =0, ¥ | D=0 = "3 | (£1)=(0,0)
9%x, N ) 0%x, 0x; 0xq (t.7) € RL X R
-z - X
2.) 02 72T T or oS T 18
£ ox ox (18)
x(00) =0, —Z| (t0)=(0,0) = —— | (t,9)=(0,0)
ot ’ ’ at ’ ’

Note que as equagOes diferenciais nos problemas das Egs. (16)-(18), tomando T como um
pardmetro, podem ser consideradas como EDOs em t. Assim, 0s problemas para x,(t) e x(t, T)
nas Eqgs. (6) e (16), respectivamente, sdo essencialmente iguais. Porém, a presenga do parametro
T permite eliminar os termos periodicos, resolvendo o problema da Eg. (16) utilizando como
sistema fundamental de solugdes {e‘, e~} em vez de {cost,sen t}, segundo sugere 0 método
das amplitudes complexas [6]. Assim, procura-se a solucdo do problema na Eq. (16) da forma

xo(t,T) = Ag(D)e't + Ay(v)e Y, (19)
emque Ay: R, = C, T~ Ay(t) e Ay(7) é seu conjugado. Note que da Eq. (19) tem-se

% = i(4o(D)e' — Ay(D)e™). (20)

Das Egs. (19) e (20) e as condi¢Ges iniciais na Eq. (16), obtém-se



M.D. da Silva et al., Scientia Plena 19, 119908 (2023) 6

1
Re{A,(0)} = > Im{A,(0)}=0. (21)

A fim de garantir que a solugdo ndo tenha termos periddicos, deve-se utilizar o problema na
Eq. (17). Assim, das Egs. (19) e (20) tem-se

92x, (. d4, o (. dAq I
W-i_xl:_l 2?4‘140(‘[) e — ZF‘FAO(T) e , (22)

cujo lado direito € real se, por exemplo, 4, (7) resolve a EDO:

2dA0+A()—0 23
dT OT_ ) ( )

cuja solucdo pode ser procurada como
Ap(7) = p(1)e'?®, (24)

que, substituida na Eq. (23), tem-se
. dp do
—i6(7) hatad : )\ =
e [(2 It + p(T)) +i (Zp(r) d’l’)] 0, (25)

a qual, levando em conta que e 9™ = 0, p(r) # 0 por Eq. (21), produz as EDOs

zdp+()—0 dB—O 26
d‘[ p T) = ] dT - ) ( )
cujas solucdes séo, respectivamente,

p(t) = pe™?,  6(x) = 6, (27)

em que po, 8, € R. Logo, substituindo a Eq. (27) na Eq. (24), tem-se
Ag (1) = poe7T/2*100), (28)
da qual, levando em conta a Eq. (21), segue que py = % 6, = 0 e, portanto, da Eq. (28) tem-se
Ay(0) = %e"/z. (29)
que é uma fungdo real. Assim, substituindo a Eq. (29) na Eq. (19), obtém-se que
xo(t,7) = Ag(D) (e +e7) = %e‘f/z(eit +e ) =e "2 cost . (30)

Logo, substituindo x, (t, ) da Eq. (30) na Eq. (17), o problema para x, (t, T) € reescrito como

0%x,
1. ot?2

+x; =0,(t,7) € RL X R}
1
axl 1’ (3 )

x,(0,0) =0, ¥ |(t,T)=(0,0) )
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gue também é resolvido pelo método das amplitudes complexas, procurando sua solu¢do como
x1(t,7) = A (D)e't + A, (T)e7 ¥, (32)

em que A, (t) também é uma fungdo complexa. Logo, segue que da Eq. (32) que

d . -
L= (4 @et - T @e ™), (33)
e
Re(Ay(0)) =0,  Im{A,(0)} = —7. (34)

Para obter A, (t) usa-se o problema na Eqg. (18). Assim, das Egs. (30), (32) e (33) tem-se

dA, it dA, —it
2F+A1(T) et — 2?+A1(1) e %, (35)

cujo lado direito é real se, por exemplo, A, (7) resolve a Eq. (23), de forma que o segundo termo
da direita da Eq. (35) se anula. Assim, procedendo de maneira semelhante aquela feita para a
funcéo A, (1) e utilizando da Eq. (34), obtém-se que

0%x,
ot?

1
+ x, =Ee_r/2 cost — i

1 .
A (x) = Ze‘f/"’e“”/z, (36)
que, substituida na Eq. (32), produz
1 ; ) 1
x,(t, 1) = Ze‘f/z (eit=m/2) 4 g=it=m/2)) = Ee‘f/zsen t. (37)

Portanto, as Egs. (30) e (37) permitem considerar o truncamento x(P(t, &) da proposta de
SAF na Eq. (2) com x;, = x,(t,7), T = &t, para o problema em duas escalas na Eq. (15) como

€
xD(t,€) = x4(t,T) + ex,(t,7) = e /2 (cos t+sen t), T = &t, (38)
e, voltando a variavel original t, tem-se

£
xW(t, ) = e8t/2 (cos t+-sen t). (39)

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

A expresséo para x (P (t, £) na Eq. (39) obtida via método de escalas multiplas, ao contrario
de aquela na Eq. (8) obtida via perturbacdo regular, cumpre ambas as condicdes iniciais do
problema original na Eq. (4) e também tende a zero oscilando ao redor da posicéo de equilibrio
x = 0 quando t — +oco, 0 que mostra que esta aproximagdo condiz com a natureza fisica do
problema. A proximidade entre a solucéo exata x®(t) na Eq. (5) e as SAFs obtidas via escalas
maltiplas x(@ (¢, €) = x,(t, et) = e €/2 cost da Eq. (30) e x, (¢, €) na Eq. (39), é ilustrada na
Figura 2.

Note que ambas as SAFs s&o boas aproximagdes da solucdo exata, sendo x (¢, &) melhor
que x© (¢, &) para € = 0.5, enquanto as trés sido praticamente indistinguiveis para & = 0.05.
Assim, fica claro que quanto menor o valor do parametro e, melhor sera a aproximacao em relacdo
a solucdo exata do problema em Eq. (4).
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Vale ressaltar que, embora inicialmente se tenha utilizado o truncamento de x®)(t, €) da SAF
em duas escalas na Eq. (15), tal consideracdo foi necessaria para construir a x( (¢, €), que por
sua vez deve ser considerada para construir x(%)(t, £). Isto porque o intuito é encontrar uma boa
aproximag&o para a solucéo exata x¢ e ambas as SAFs x™) (¢, &), m = 0,1, ja sdo suficientemente
boas na medida que o pardmetro ¢ se torna menor, como ilustrado na Figura 2. Ainda, para melhor
entendimento desta afirmacéo, a Tabela 1 mostra a qualidade das aproximacdes da solucéo exata
fornecidas pelas SAFs através do maximo erro absoluto, o qual decresce para valores decrescentes

de € e é menor para x(M(t, €).

1
\ 3
1\ ——— 0
054 \ s g 1
] x
\
\ 27
7 ]
0+ \\ v, \\\\§=~ ==
\ %y
N\ P
05 - N
T T T T T T T T T T T T T T T

0.5

-0.5 -

-1 ottt rrTr Tt

t

Figura 2: Comparacao da solugdo exata na Eq. (5) do problema na Eq. (4) com as SAFs da Eqg. (30) com
T = et e na Eq. (39) para e = 0.5 (acima) e € = 0.05 (abaixo).

Tabela 1: M&ximos erros absolutos das SAFs da Eqg. (30) com T = ¢t e na Eq. (39) e na Eq. (37) como
aproximac@es da solucdo exata na Eq. (5) do problema na Eq. (4) para valores decrescentes de ¢.

Valores decrescentes de &

Erros =05 e=01 €=0.01
max|x*(0) - x (¢, )| 0.2089 0.0481 0.0049
max|x*(8) —xM(¢,e)| 0.0491 0.0092 0.0009

4. CONCLUSAO

A aplicacdo do método de perturbacdo regular ao problema do oscilador harménico linear
regularmente perturbado produziu SAFs que contém termos seculares e descrevem um
comportamento de oscilagbes reforcadas contrario ao comportamento real de oscilagdes
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amortecidas, como ilustrado na Figura 1. Isto é, as SAFs obtidas do método de perturbacao regular
ndo conseguem aproximar corretamente o comportamento da solucao exata do problema estudado
neste trabalho. Alternativamente, as SAFs de ordem 0 e 1 obtidas pelo método de escalas
multiplas sdo boas aproximagdes da solucdo exata do problema. Especificamente, quando o
pardmetro de perturbacdo nao é tdo pequeno, a SAF de ordem 1 aproxima melhor do que a SAF
de ordem 0, mas quando o pardmetro de perturbacao decresce suficientemente ambas as SAFs e
a solucdo exata sdo praticamente indistinguiveis, como mostrado na Figura 2 e na Tabela 1.
Assim, a partir dos resultados obtidos para os casos analisados, é possivel perceber que a
utilizacdo da teoria de perturbagdes, em particular o método das escalas multiplas, se mostrou
eficaz para aproximar com boa precisdo a solu¢do do problema do oscilador harménico linear
regularmente perturbado, ao contrério da abordagem tradicional do método de perturbacédo
regular. Tal fato € relevante pois a expressdo analitica fechada da solucdo exata de muitos
problemas ndo esta disponivel e, assim, o método das escalas multiplas é uma abordagem
alternativa capaz de fornecer aproximacdes de boa qualidade para a solucdo exata e que reproduz
seu comportamento mesmo que assintoticamente.
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