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Nesse artigo, os métodos Talbot e Talbot-Racional sdo apresentados como alternativas numéricas para a
inversdo da Transformada de Laplace, especialmente para problemas em que a execucédo de forma analitica
dos processos se torna muito dificil. Testes foram realizados no sentido de investigar o potencial de
resolugdo dessas técnicas ao serem aplicadas em um problema de difusdo de mercurio no ambiente aquatico.
Com base nos resultados obtidos, concluiu-se que o algoritmo Talbot foi 0 mais eficiente para a inversao
numérica da solucédo no referido problema. J4 o método Talbot-Racional, mesmo usando uma quantidade
maior de termos no somatoério, ndo demonstrou desempenho equivalente no processo. Entretanto,
destaca-se que tal aproximacdo melhora com o aumento do valor de N dentro de certos intervalos.
Palavras-chave: transformada de laplace, método talbot, método talbot-racional.

In this article, the Talbot and Talbot-Rational methods are presented as numerical alternatives for the
inversion of the Laplace transform, especially for problems in which the analytic execution of processes
becomes very difficult. Tests are carried out in order to examine the resolution potential of these resources
when applied to a problem of mercury diffusion in the aquatic environment. Based on the results obtained,
it was concluded that Talbot's algorithm is efficient for the inversion of the application problem. Talbot-
Rational, on the other hand, requires a greater amount of terms in the summation to efficiently carry out the
inversion process. A better performance of the technique is observed for higher values of N.

Keywords: laplace transform, talbot method, rational-talbot method.

1. INTRODUCAO

A poluicdo provocada por metais pesados é um problema mundial com profundos impactos
na salide humana e no meio ambiente. Os danos ocasionados pela intoxicagdo por mercdrio, por
exemplo, alertam para a necessidade de estudos permanentes sobre essa tematica. Ao ser langado
na natureza, esse poluente pode causar altos niveis de contaminagéo, devido & bioacumulagéo
através da cadeia alimentar. Neste cendrio, busca-se aqui determinar, aproximadamente, a
acumulacdo de mercudrio no meio aquatico, a partir de um modelo matematico baseado na equacgéo
de difuséo, que fornece a concentragdo do contaminante [1], cuja solucédo analitica pode ser obtida
através da Transformada de Laplace. No entanto, a maior dificuldade na aplicacdo dessa técnica,
esta relacionada ao célculo da transformada inversa, visto que, dependendo da forma das
expressdes resultantes, pode ser de dificil execugdo analitica [2]. Embora existam resultados
tabelados para as mais diversas fungdes transformadas e suas inversas [3], existem casos em que
a inversdo analitica € inviavel. Assim, o emprego de métodos de aproximagdo numeérica torna-se
de grande utilidade. Nesta perspectiva, nas Ultimas décadas, tem-se observado um aumento
significativo no desenvolvimento e aplicacdo de métodos para a inversdo numérica da
Transformada de Laplace. Segundo Abate e Valké (2004) [4], tais técnicas podem ter
embasamento na expansdo em Séries de Fourier, em funcbes de Laguerre, na combinagdo de
funcdes de Gaver e na deformacdo do contorno de Bromwich.
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Estudos recentes (Pillati et al. (2019) [2]; Ferreira et al. (2020) [5]; Freitas et al. (2021) [6];
Calixto et al. (2022) [7]) tém sido publicados no sentido de avaliar os métodos, a influéncia dos
pardmetros numéricos e do emprego de contornos mais simples, confirmando que nenhuma das
abordagens é superior em todos os critérios, para todas as classes de funges [2].

Dentro deste contexto, propde-se neste trabalho a avaliacdo de dois métodos para a inversao
numérica da Transformada de Laplace: o Talbot desenvolvido em 1979 [8], e a versdo modificada
deste, proposto por Weideman e Trefethen em 2006 [9], que aqui serd chamado de Talbot-
Racional por facilitar a nomenclatura e por basear-se em aproximagdes racionais. A justificativa
da escolha estd no interesse de investigar o desempenho numérico de técnicas baseadas na
deformacdo do contorno de integracdo de Bromwich.

Apesar do método de Talbot ser conhecido como uma técnica robusta de inverséo e de facil
implementacdo, com estabilidade numérica na resolucdo de diferentes problemas, incluindo a
dispersdo de poluentes [5], ndo foram encontradas referéncias na literatura para versfes
modificadas dele (como o Talbot-Racional) dedicadas a inversdo numérica de solugbes de
problemas de dispersdo de contaminantes. Contudo, Freitas et al. (2021) [6] apresentam uma
analise comparativa desse método para a transformada inversa numérica de Laplace ao ser
aplicado a um conjunto de funcgdes elementares.

A fim de avaliar o desempenho dos métodos citados, aplicam-se os algoritmos a inverséo
numérica da solucdo transformada de Laplace de um problema de difusdo de mercdrio no
ambiente aquatico.

2. MATERIAL E METODOS

2.1 Método Talbot

Segundo Cohen (2007) [10], o método Talbot, proposto no ano de 1979, foi pioneiro na
abordagem de métodos para a inversdo numérica da Transformada de Laplace a partir da
deformac&o do contorno de Bromwich. Sua técnica tem como principio fundamental a avaliagdo
da integral complexa de inversdo, dada por

f(t) = Zimfz_tlc:o F(s)eStds = Zim,gﬁﬁF(s)eStds, (1)
onde f(t) é uma funcdo definida para t > 0, F(s) é a Transformada de Laplace de f(t), o
contorno B é uma linha vertical definida por s, que é o parametro complexo da Transformada de
Laplace, s=a +1i, em (a—ioco,a + i), a possui um valor fixo para que todas as
singularidades da transformacéo estejam a esquerda da reta s = a paralela ao eixo imaginério.
Vale ressaltar que tais nomenclaturas serdo adotadas ao longo de todo este trabalho.

A convergéncia da integral dada pela Eq. (1) poderia ser maior se fosse atribuido aos valores
de s uma componente real suficientemente grande negativa. Conforme Abate e Valk6 (2004) [4],
0 método Talbot considera a chance de deformar o contorno 8 em algum caminho aberto em torno
do eixo real negativo, contanto que nenhuma singularidade de F(s) seja atravessada pela
deformacdo de B. Portanto, a intencdo de tal mudanca é diminuir a magnitude do fator
exponencial e5¢ na fungéo integrando.

De modo geral, a linha do contorno 8 em (a — ioo, a + ioo) é substituida por uma equivalente,
B’, com inicio e fim no semiplano esquerdo do plano complexo tal que R{s} - —oco. Segundo
Murli e Rizzard (1990) [11], essa substituicdo é possivel se a fungdo transformada F (s) satisfaz
as seguintes condicdes:

(i Para todas as singularidades de s; deve-se ter |3{s;}| <y, onde y € um nimero
conhecido.
(i) |F (s)| tende para zero uniformemente quando |s| = co em R{s} < y.



E.K. Freitas et al., Scientia Plena 19, 119902 (2023) 3

No entanto, a dificuldade encontra-se na validacdo da condicéo (i) para uma funcdo F(s) em
um novo contorno B’. Apesar disso, de acordo com Cohen (2007) [10], essa dificuldade pode ser
contornada, tomando-se a fungdo modificada F(As + o), através de uma escolha adequada dos
parametros A e de deslocamento o, de forma que se F(s) tem singularidade s,, F(1s + o) terd
uma singularidade s, correspondente, tal que

5= 02 @

21 1

e a Eq. (1) pode ser substituida por

f@® =

2% [ F(As + 0)eMStds, ¢ > 0 3)
2mi B ’ '

A fim de que as singularidades de F(s) ndo sejam cruzadas pela deformacéo do contorno de
Bromwich, é estabelecido no método Talbot uma funcéo de varredura da regido do novo contorno
para mapear as singularidades de s;, na qual

S = e+ 2 0

onde v é um parametro positivo arbitrario e z € (—2mi, 2mi).
Abate e Valko (2004) [4] embasaram-se nessa premissa e definiram uma parametrizacéo do
contorno do método Talbot expressando a Eq. (4) como

s(@) =rf(cot(0) +1i),—mT <O <m, 5)

onde r € um parametro.
Aplicando a Eq. (5), a integral complexa de inversdo, Eq. (1), pode ser escrita em termos de
9,

f©) == J" e“OF(s(8))s'(6)d6, (6)

2mi v —

com s'(60) expressando a derivada da Eq. (5) em relacéo a 6, tal que
s'"(0) = ir(1+i0(0)),0(8) = 6 + (Bcot(8) — 1)cot(6). (7

Ainda por Abate e Valké (2004) [4], a parametrizacdo do contorno proposta por Talbot permite
escrever a Eq. (1) como

f@©) = [ R[e=OF(s(8))(1 + ia (6))]d6. (8)
No processo de integracdo da Eqg. (8), uma aproximag&o para a integral é feita a partir da regra

trapezoidal com passo de tamanho m/N e 6, = km/N, resultando na férmula geral para a
obtencdo da transformacéo inversa dada por

f(&M) = ZLEFE)e™ + ENZR[eSOOF(s(6,)) (1 + io(6:))] ). (9)

Por fim, é possivel observar que a aproximacéo obtida, Eq. (9), depende apenas da avaliacdo
da variacéo do parametro r. Dessa forma, Abate e Valké (2004) [4] estabeleceram na prética que
r=2N/5t¢t.
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2.2 Método Talbot-Racional

A partir da deformacéo proposta por Talbot (1979) [8], novas abordagens foram formuladas
para diferentes deformac6es do contorno. Entre elas, a aqui referida como Talbot-Racional. De
acordo com Weideman (2006) [12], o método Talbot-Racional para a inversdo numérica da
Transformada de Laplace consiste em resolver numericamente a integral indicada na Eq. (1). No
processo, faz-se a deformacdo do contorno de Bromwich e, ao invés do contorno do Talbot
cléssico, usa-se uma versdo truncada, onde parte-se do semi-plano esquerdo e segue ao infinito,
fazendo com que a convergéncia seja alcancada mais rapidamente [13]. A deformacéo pode ser
justificada pelo teorema de Cauchy [14], desde que o contorno permaneca no dominio de
analiticidade de F(s). Supde-se que tal contorno possa ser parametrizado por

C:s=s(0),nm<6<m, (20)
onde,

s(0) z%((@),((9)=0+,u(1 +%+vi9) (11)
e

$'(0) = u ((e‘f_% +vi). (12)

Assim a integral de Bromwich, representada pela Eq. (1), pode ser expressa como
f(O) = = [.eF(s)ds = — [ e*@F(s(68))s'(6)d8, (13)

onde C € o contorno proposto na Eqg. (10), s e s’ estdo definidas na Eqg. (11) e (12),
respectivamente.

Na sequéncia, aproxima-se a integral Eq. (13) pela regra do ponto médio, com espagamento
uniforme h = 2 /N, que produz

f(©) =~ IR eSO F (5(0)))s (01}, 0rc = (2k — 1) (14)

No contorno do método Talbot original, o pardmetro a é igual a um (a = 1). Weideman
(2006) [12] segue essa recomendac&o e seleciona valores para 0s parametros o, u e v, aplicaveis
nas Egs. (11) e (12). Alguns autores, como Dingfelder e Weideman (2014) [13], usam ainda
0 < a < 1. O presente trabalho segue a abordagem de Weideman (2006) [12] e fixa os valores
dos parametros, que estdo apresentados na Tabela 1.

2.3 Problema de difusdo do mercirio do ambiente aquatico

Assume-se que o problema de espalhamento do mercdrio no ambiente aquatico pode ser
representado matematicamente por

ac(y) _ 1 9%*C(xy)
ox _Pey oy? +D, (15)

onde C(x,y) é a concentracdo do poluente (mercirio) na agua, u a velocidade média da agua
(onde o sistema de coordenadas foi escolhido, de forma que a velocidade segue na dire¢do de x),
D é o termo fonte constante, Pe, = VL/k,, € o nimero Péclet relativo ao coeficiente de difusdo
na direcdo y, e Re = VL/v é o nimero de Reynolds. As condigdes as quais 0 modelo esta sujeito
sdo:

CO,y) =1 (16)
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C(x,0) = 0 (17)
c(x55)=0. (18)

O problema foi resolvido pela aplicacdo da Transformada de Laplace na varidvel x em cada
termo da Eqg. (15) e nas condi¢Oes expressas por Eg. (17) e Eq. (18). Dessa forma, obtém-se a
solucéo transformada dada por,

R D senh(\/m(l—lo—Y)) senh(,/Peyusy)
C(S, y) = us? senh( =S + 0 -
\/Ww) senh(\/mlo)
1 senh(W(%—y)) + senh(,/Peyusy) 1 19
s senh(\/mll—o) senh(\/ml—lo) . (49

Na necessidade de se ter uma referéncia para comparacéo e possibilitar a verificacdo do quéo
bons sdo os resultados gerados pelos métodos numéricos aqui propostos, usou-se as
Transformadas Inversas de Laplace tabeladas em Spiegel (1965) [3] para escrever a solugdo
analitica do problema, que é dada por:

Pe.D had 1= (=" —-100n?n?
CEY) = 55,3 Z( 7(13 ))Sen(lonﬂy)<1—e( P ) || 4
n=1 -
n —100n?n
2[5 S somrommyy (75| 20

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Para a inversao numeérica da solugdo transformada do problema, Eq. (19), os métodos Talbot
e Talbot-Racional foram testados. Os algoritmos foram implementados no software livre Octave
v.5.2.0 e os resultados foram apresentados na forma de figuras e tabelas. A Tabela 1 mostra os
pardmetros considerados para o estudo do problema aqui discutido.

Tabela 1: Parametros utilizados na simulagéo.

Pardmetro Valor Significado
R(adm) 700.0 Numero de Reynolds
v(m?/s) 1.003 x 10~®  Viscosidade cinematica
L(m) 10.0 Comprimento caracteristico
V(im/s) Rxv/L Velocidade do escoamento
k,(m?/s) 1.670 x 10~°  Coeficiente de difusdo do poluente na direcéo x
ky(mz/s) 300.0 X k, Coeficiente de difusdo do poluente na direcéo y
Pe,(adm) LxV/k, Numero de Peclet na direcéo y
u(m/s) 0.5 Velocidade média do poluente no escoamento
D(kg/m3s) 0.5 Fonte
M(adm) 140 Truncamento do somatorio da solugdo analitica
Nx = Ny(adm) 11 NUmero de pontos avaliados na direcdo x e y
N(adm) - Truncamento do somatorio das solugdes numéricas
N,(adm) - Truncamento 6timo do somatério das solu¢des numéricas
E| - Erro absoluto médio dos métodos
a(adm) 1.0 Coeficiente do método Talbot-Racional
v(adm) 0.5653 Coeficiente do método Talbot-Racional
u(adm) 0.6443 Coeficiente do método Talbot-Racional

o(adm) —0.4814 Coeficiente do método Talbot-Racional
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A Figura 1 apresenta o perfil do erro absoluto médio (E,;), gerado a partir de cada um dos
métodos empregados no trabalho. No célculo desse erro, fez-se uma varredura dos valores de N
no intervalo [1,200] e, como critério de escolha, selecionou-se aquele perfil que resultasse no
menor erro absoluto médio. A formula para o célculo desse erro pode ser encontrada em Calixto
et al. (2022) [7], que aqui foi adaptada para

E;bs = ﬁNyZivle Zjvil Eabs (C(xi; :Vj)); (21)

onde EabSC(xi, yj) denota o erro absoluto estimado entre as inversées numeéricas e analiticas para
a funcdo C(x,y), em cada ponto de coordenada (x;, ;).

Os graficos obtidos para a solucdo do problema de difusdo, seja atraves da inversdo analitica
ou por utilizar as inversfes segundo os métodos numeéricos, sao visualmente idénticos. Por essa
razdo, optou-se por apresentar na Figura 2 apenas os graficos obtidos segundo o método Talbot.

a) b)

—l0g1o(Eass) ] —logyo(Eate)
# No = 10, Eqps = 1.00198-07 # No = 179, Eaps = 2.00866-05

Ak |
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N

Figura 1: Erro absoluto médio obtido pelos métodos a) Talbot e b) Talbot-Racional.
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Figura 2: Perfil da solugcdo numérica — Método Talbot: a) projecédo no plano xy e b) superficie em
perspectiva.

As Tabelas 2, 3 e 4 mostram a concentracdo de mercurio, a partir da solugdo analitica e do
emprego dos métodos numéricos de inversdo Talbot e Talbot-Racional, para os valores de



y = 0.01 (faixa proxima a condigdo de contorno, onde ocorrem as menores variagdes no fluxo),
y = 0.03 (faixa intermediaria) e y = 0.05 (faixa onde o fluxo assume as maiores variacGes, a
partir da qual também pode-se observar uma simetria dos fluxos para y maiores e menores que
0.05). Nas tabelas, fixou-se estes valores de y e registrou-se os perfis de concentragéo de mercurio
para os diferentes valores de x, gerados através do melhor N segundo nosso critério (N,). 1sso
porgue, como a Transformada de Laplace foi aplicada apenas na variavel x, entdo a analise de
desempenho dos métodos para o calculo das respectivas inversdes numeéricas fica restrita a essa
variavel. A andlise dos resultados foi feita a partir da concordancia em termos de digitos
significativos entre os perfis de concentracdo calculados de forma analitica e os obtidos pelas
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aproximacdes numéricas.

Tabela 2: Comparacao dos perfis de concentracéo paray = 0.01.

x Analitica Talbot - Ny=10 Talbot-Racional - Ny = 179
103 1.000999466944630 1.000999836876273 1.000959940229710
0.1 0.510924111535568  0.510924472165046 0.510924641352333
0.2 0.426691004141683  0.426691358045890 0.426691533958447
0.3 0.397163337133857  0.397163703255957 0.397163866950638
04 0.382262829014337  0.382263183326882 0.382263358825418
0.5 0.372300916761567  0.372301276221545 0.372301446603127
0.6 0.364485601829476  0.364485982295641 0.364486134716468
0.7 0.357932869331998  0.357933265577266 0.357933408730623
0.8 0.352307425155795  0.352307822767342 0.352308963719411
0.9 0.347439753468315  0.347440147426323 0.347462695795346
1.0 0.343216872776148  0.343217265699423 0.343067921089809

Tabela 3: Comparagéo dos perfis de concentracéo para y = 0.03.

x Analitica Talbot - Ny=10 Talbot-Racional - Ny =179
103 1.000999796531610 1.000999841229290 1.001047406233405
0.1 1.021994539890121 1.021994586346748 1.021994743358506
0.2 0.970506303242076  0.970506350017429 0.970506506710460
0.3 0.934222440483722  0.934222477682402 0.934222643952116
0.4 0.906567675400685  0.906567718202000 0.906567878861175
0.5 0.883677711483825  0.883677751901768 0.883677914951599
0.6 0.864114900409288  0.864114944911204 0.864115107481263
0.7 0.847212376273314  0.847212423158567 0.847212591873079
0.8 0.832555917483017  0.832555961512832 0.832557294804024
0.9 0.819832213722166  0.819832253314640 0.819861273956692
1.0 0.808782205559682  0.808782242064833 0.808650836062339

Tabela 4: Comparacao dos perfis de concentracéo paray = 0.05.

x Analitica Talbot - Ny= 10 Talbot-Racional - Ng =179
103 1.000999835337520 1.000999841229290 1.000482872742132
0.1 1.093742696658297 1.093742707349626 1.093742861320774
0.2 1.123745640872591 1.123745646425595 1.123745805535069
0.3 1.109184271409425 1.109184287358976 1.109184436072000
0.4 1.083644750041613 1.083644766778873 1.083644914695989
0.5 1.057787730143765 1.057787749361612 1.057787894822414
0.6 1.034292710765375 1.034292711584625 1.034292879138667
0.7 1.013593126687509 1.013593114676987 1.013593303109312
0.8 0.995531097435648  0.995531089707796 0.995532460615814
0.9 0.979819033288207  0.979819035324245 0.979848839242887
1.0 0.966164778347552  0.966164786222086 0.966029207378155
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No problema de difusdo de mercurio aqui abordado, para o caso de y = 0.01, apresentado na
Tabela 2, os resultados da concentracdo obtidos a partir da solucdo analitica e pela inversao
numérica através da técnica de Talbot, mostram uma concordéancia de seis casas decimais para a
maioria dos valores de x. Por outro lado, o método Talbot-Racional, mesmo utilizando valores de
N significativamente maiores, forneceu resultados, no maximo, equivalentes aos obtidos por
Talbot.

Para o caso de y = 0.03, os valores da solugdo analitica e da inversdo numérica através de
Talbot, predominantemente, apresentam uma concordancia de sete casas decimais, como é
possivel verificar na Tabela 3. JA& usando Talbot-Racional, dependendo do valor de x, a
concordéancia variou entre cinco e seis digitos decimais.

Conforme a Tabela 4, para o caso de y = 0.05, é possivel perceber uma concordancia de até
oito casas decimais entre a solugdo analitica e a gerada por Talbot. Por sua vez, ainda para um
numero elevado de termos, Talbot-Racional exibiu concordancia, na maioria, em seis digitos
significativos. Note que o método Talbot-Racional, quando aplicado a este problema de difusdo
(para os valores dos pardmetros aqui empregados), mesmo utilizando elevados valores de N
(N =179), ndo foi capaz de fornecer resultados melhores que os gerados por Talbot com
N = 10 (Fig. 1). Dessa forma, no contexto do problema apresentado nesse artigo, 0 método
Talbot é o mais indicado por fornecer melhores resultados com um custo computacional mais
baixo.

4, CONCLUSAO

Neste estudo, avaliou-se a precisdo de dois métodos de inversdo numérica da Transformada
de Laplace, Talbot e Talbot-Racional, aplicados na obtencdo da solucdo de um problema de
difusdo de mercurio no ambiente aquatico. Os resultados obtidos foram avaliados e comparados
aos obtidos através da transformada inversa analitica.

As observagOes feitas durante a andlise de desempenho dos métodos permitiram fazer
recomendacdes quanto ao seu uso: o método Talbot apresenta excelente performance, por néo
exigir um grande nimero de termos no somatorio e propiciar boa concordancia em numeros de
digitos significativos. Entretanto, observou-se através dos testes que usar valores maiores de N,
causa uma piora da precisao.

Na abordagem Talbot-Racional, verificou-se que uma das desvantagens esta em a técnica
requerer um numero de termos muito alto para se obter a precisdo proxima da desejada. Além
disso, assim como para 0 outro método, o aumento do valor de N acima do N, ndo leva a
resultados melhores.

Sugere-se, como proposta de continuidade, expandir o emprego dos métodos de inversdo
numérica da Transformada de Laplace, Talbot e Talbot-Racional, para o estudo da dispersao de
outros tipos de poluentes.
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