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Neste trabalho estudamos analiticamente e numericamente um sistema matematico epidemioldgico
desenvolvido por Berezovsky, o qual considera uma populacdo constituida por dois grupos: suscetiveis e
infectados por uma doenca arbitraria. Nesse modelo também se considera a taxa de mortalidade natural,
taxa de mortalidade induzida por doenga e a taxa de emigracdo per capita de ndo infectados. Para
compreender o comportamento dindmico do modelo, determinamos os pontos de equilibrio que mostram a
possibilidade de dois cenarios: 1) uma populacdo livre de doencas; Il) o surgimento de infectados na
populacdo. Diante desse contexto, buscamos estudar a disseminagao espacial de doencas, considerando uma
rede bidimensional com interacdo de longo alcance, que ndo considera apenas a interacdo de primeiros
vizinhos, em outras palavras, essa forma de acoplamento permite que cada sitio (correspondente aos grupos
formados por individuos que constituem a populagdo) interaja com outros elementos da rede. As interagdes
que ocorrem na rede sdo simuladas numericamente através da linguagem de programacéo Fortran com o
integrador Lsoda com condigdes de contorno periddicas, utilizando condig8es iniciais randdmicas. Para
analisar a disseminacdo espacial de doencas no modelo de Berezovsky, determinamos as condicfes que
satisfazem a instabilidade de Turing, na qual ocorre uma transicdo de estabilidade na rede, que pode
ocasionar o surgimento de padr@es espaciais.

Palavras-chave: Sistema Matematico Epidemiolégico, Instabilidade de Turing, Interacdo de Longo Alcance.

The work was developed analytically and in an epidemiological mathematical system developed by
Berezovsky, which is considered a population constituted by two groups: susceptible and infected by an
arbitrary disease. In this case, the natural mortality rate, the mortality rate and the uninfected per capita
infection rate are also considered. In order to understand the probability of two scenarios: 1) a disease-free
population; 1) the emergence of infected in the population. Thus, we seek the spatial spread of a disease,
considering a two-dimensional network with long-range interaction, which does not only matter as a first-
order interaction, in other words, a form of involvement that allows individuals who constitute the
population) to interact with other elements of the network. As interactions that occur in the network, they
are numerically numerous for the Formal programming language with the Lsoda integrator with periodic
boundary directives, using the first random information. Abstract: In order to analyze the spatial spread of a
Berezovsky disease, determine the conditions that satisfy a Turing instability, which is a change of progress

in the network, which may lead to the appearance of spatial patterns.
Keywords: Epidemiological Mathematical System, Turing Instability, Long-Range Interaction.

1. INTRODUCAO

Alguns dos pioneiros em Epidemiologia Matematica foram Kermack e McKendrick (1927) [2].
Eles apresentaram, em 1927, um modelo tedrico que permite compreender o comportamento de
epidemia da peste bubénica que ocorreu na India, entre os anos de 1905 e 1906 [1]. O modelo de
Kermack e McKendrick (1927) [2] descreve matematicamente a evolugdo temporal de uma
populagdo constituida por suscetiveis a doenca, infectados pela doenca e os removidos, que
representam os casos de cura e também os 6bitos [2].

Geralmente, modelos matematicos epidemioldgicos sdo compostos por equagOes diferenciais
ordinérias (EDO), as quais podem quantificar a evolugdo temporal da interacdo entre 0s grupos
que constituem uma populacdo. Além de considerar a dindmica temporal, podemos também
considerar a dimensdo espacial [3], como as que ocorrem nas equacoes de reacdo difuséo.
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No contexto da disseminacdo espacial de doengas em modelos epidémicos, alguns trabalhos
utilizam a Teoria de Turing, elaborada em 1952, na area da morfogénese [4]. Na proposta de
Turing explica-se matematicamente que substancias quimicas que reagem entre si e se difundem,
podem formar padr@es espaciais [5]. Turing demonstrou gue 0 processo ocorre via uma quebra de
estabilidade conhecida como ”Instabilidade de Turing”. Apesar de sua teoria ser aplicada no
contexto de reacfes quimicas, a teoria de Turing pode ser aplicada a outros sistemas
espacialmente distribuidos, ou seja, também pode ser usada para descrever fenbmenos de
disseminacédo epidémica [6].

Esse artigo tem por objetivo aplicar as hip6teses de Turing em um modelo elaborado por
Berezovsky (2005) [8] com acoplamento de interagdo de longo alcance, considerando uma
populagdo constituida apenas por duas classes: suscetiveis e infectados pela doenca. Em relacdo
ao acoplamento espacial utilizamos a interacdo quimica, neste caso a interacdo decai com a
distancia entre os elementos da rede, semelhante a uma interacdo do tipo Lei de Poténcia. Para
determinar as condicGes de Turing serdo utilizados métodos analiticos e numéricos, considerando
um sistema espacialmente estendido [7] em uma rede bidimensional.

2. A DINAMICA DO MODELO

O modelo elaborado por Berezovsky (2005) [8] descreve a propagacdo de uma doenca
arbitraria através de duas equacdes, as quais consideram que o total da populacdo (N) é
formada por dois grupos: suscetiveis a doenca (S) e infectados pela doenca (1) [8].

ds _ _ SI
E:f(srl)—de[(S'l'I)(l_S_I)]_ROS__H: (1a)
dl SI
%59(5,1)=5—+1—1, (1b)

sendo R, a taxa de reprodu¢do da doenca, a qual pode indicar o aumento da doenca com
Ry > 1, enquanto R, < 1 pode corresponder o fim da epidemia [9]; R; a taxa de reproducao
demogréafica que indica o crescimento da populagdo com R; > 1, enquanto R; < 1 pode
implicar que a populagdo ndo sobreviva [3] e v é um fator associado com a reducdo de
individuos que inclui a taxa de mortalidade natural, mortalidade induzida pela doenca e uma
taxa de emigracao per-capita de ndo infectados [8].

A fim de entender o comportamento dindmico das Equacdes (1a) e (1b) na auséncia da
difusdo, realizamos uma andlise da estabilidade linear, determinando os pontos de equilibrio
e posteriormente as suas condicfes de estabilidade. O primeiro ponto de equilibrio E, =
(So, 1), corresponde a um estado final do sistema sem infectados:

Ey = (So, 1) = (1 —Rid,o). 2)

Para avaliar a estabilidade linear deste ponto de equilibrio, utilizamos a matriz jacobiana
Jo, da qual sdo obtidas as condicBes de estabilidade, avaliando os elementos na matriz
jacobiana no ponto de equilibrio:

of of
| 9Slsorey  Olsyry) | _ (v(1—Ry) v(2—Ry)—R,
Jo=15 P = 0 Ry -1 ) 3
29 29 0
as (So,1p) a1 (So.lo)

A partir da matriz Jo, podemos analisar os sinais dos autovalores que sdo expressos, por sua
vez, pelo determinante Det(J,) e o traco da matriz Tr(Jq):
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Det(Jo) = v(R, — 1)(1 —R,) > 0, (42)

TT(]()) = 7](1 - Rd) + RO —-1< O, (4b)

com as condi¢Bes (4a) e (4a) satisfeitas, os pontos de equilibrio E, = (S, Ip) sdo
considerados estaveis.
Para o segundo ponto de equilibrio E* temos I # 0, ou seja, surge o grupo de infectados:

VRZR, Ry — 1)5*>- &)

A matriz jacobiana avaliada no ponto de equilibrio E* é expressa por:

of of \ / R2 + vRyRy + VRy — 4Ry —2v+3 2Ry +2v — vRyRy — 3

as 81 R R
]—| (8*.1) (Sl)l_l ( _01)2 10 |(6)

R, 1
\65 (5*1") 51 (s* I)} \ Ry Ry

As condi¢des de estabilidade para os pontos de equilibrio E* = (S*,1*), sdo apresentadas
pelas seguintes expressdes:

VRyRg; — Ry +1—v)(R; — 1
Det(]*) =( oftd 0 = )( 0 )> 0’ (73)
0

Tr(J*) = - (7b)

URORd—R0+1—U+(R0—1)(R0—1+17)
R <0,
0

Nas proximas secdes utilizaremos esses pontos e as suas respectivas condicdes de
estabilidade no estudo do sistema espacialmente estendido, no qual além de considerar a
evolucdo temporal, consideraremos a dimensdo espacial.

3. O ACOPLAMENTO ESPACIAL

Para compreender a disseminacao espacial de doencas no modelo de Berezovsky (2005)
[8], consideramos uma rede regular bidimensional com uma interacdo de longo alcance
baseada na interacdo quimica de Kuramoto [10], na qual a intensidade das interaces decai
com a distancia [7]:

N’ N'
Ses = F(Seples) = Ds |Sey =B D > Kol=vR)(Searud)|. (82)
r=—N'1=-N'
N' ]
= 9(Sij 1) = Dy [l = B~ Z D KoC=rR) (hear ) | (8b)
r=—N'1=-N' ]

sendo Ds e D; as constantes de acoplamento de suscetiveis e infectados respectivamente, k =
0,..,N; j=0,..,N as posicdes dos sitios, R = Vr? + [? a distancia entre os sitios, K, a funcao
de Bessel que determina a forma que decai a intensidade das interagdes com a distancia; y
representa a Iocalidade da interagdo; B! = r__N, ?’:'_N, Ko(—=yR) é o fator de
normalizacdo e N' = — sendo N impar.
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Através das Equacdes (8a) e (8b), podemos analisar dois casos limites. O primeiro surge
quando y — oo. Neste caso, é possivel mostrar que o acoplamento quimico se transforma em
uma interacdo de primeiros vizinhos, conhecida como difusiva ou local, sendo essa a
interacdo considerada por Turing em seu trabalho. Quando aplicamos o limite de y = 0,
obtemos a interacdo global, também conhecida por interacdo de campo médio, na qual cada
sitio interage com o valor médio de outros sitios [11].

3.1 Instabilidade de Turing

Na teoria de Turing, utilizam-se dois processos para explicar a formacao de padrées em um
sistema espacialmente estendido. No contexto na Morfogénese, Turing inicialmente supds um
sistema estavel, no qual ocorrem apenas as reacGes entre as substancias quimicas, nesta etapa
ndo é levada em consideracdo a dinamica espacial, apenas a temporal. Em um segundo
momento, presumiu um acoplamento difusivo entre as células que compdem a rede. Turing
mostrou que a difusdo pode ocasionar uma quebra de estabilidade, processo conhecido como
Instabilidade de Turing [12]. Diante desse contexto, Turing demonstrou matematicamente que
um sistema que esta inicialmente em um estado homogéneo, pode apresentar uma transicdo de
estabilidade com a inclusdo da interacdo difusiva, ocasionando na formacdo de padrdes
espaciais.

Para determinar a Instabilidade de Turing para o modelo de Berezovsky (2005) [8],
devemos apresentar as condi¢cfes para que ocorra a quebra de estabilidade na rede acoplada.
Sendo assim, inicialmente linearizamos as EquacGes (8a) e (8b):

N' N'
Sk = aSk;+ bl ; — Ds|Sk; — B! Z Z Ko (—vYR) (Sksr,j+1) | (9a)
r=—N'Il=-N'
N’ N’
Iyj=cSpj+dl;—Di|l;— B! Z Z Ko (—vR) (I4rjs1) |- (9b)
r=—=N'1=-N'

Além disso, consideramos condi¢des de contorno periddicas para a rede acoplada, na qual
analisamos os modos normais, aplicando a transformada discreta de Fourier na variavel
espacial para obter as equacdes transformadas:

{Sésk,sj = [a - ZDSO-]fsk,sj + br)sk,sj ) (10)

ﬁsk,sj = Cfsk,sj +[d - ZDIU]nsk,sj-

sendo &g i € Neksj as transformadas de Sy ; e Iy ; respectivamente. Para determinar as
condigdes da Instabilidade de Turing, introduzimos as seguintes notacgdes:

N’ N'
1 2TSy, T 2ms;l
—__ _p-1 _ _ J
o=3 B ZK( yr)cos( N )+ZK( yl)cos( N ) (11a)
r=1 N N’ =1
+2 Z Z K(=yR) (Znskr) 2ms;l
—YR)cos N cos N )
r=11=1
a, =a—2Dgo, (11b)
d, =d —2D;0, (11c)

sendo o uma fungdo com valores no intervalo: 0 < ¢ < 1. Através das inequagdes

(11a), (11b) e (11c) pode-se escrever as equagdes transformadas:
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{fsk,sj = aJS(sk,sj + bnsk,sj'
Nsk,sj = Cfsk,sj + donsk,sj-

(12)

A partir do sistema de equacdes (12), podemos determinar as condi¢Bes para que ocorra a
instabilidade de Turing, a qual ocorre quando o ponto de equilibrio se transforma em um ponto
sela, neste caso o determinante do sistema acoplado deve ser menor que zero. Deste modo, a
condigdo de instabilidade sera:

4y = 4DsD,0% — 20(aD; + dDg) + ad — bc < 0, (13)

sendo g, 0 determinante da matriz jacobiana do sistema acoplado. Em vista disso,
resolvemos a inequacdo (13) para o:

_ 2(aD; + dDs) +\/4(aD; + dDs)? — 16(ad — bc) DsD;
o= 8D;D, '

(14)

o4 delimita as regides nas quais o sistema é estavel ou instavel. Para obter as condi¢des
necessarias para que ocorra a Instabilidade de Turing, definimos novos parametros:

p_ a 4 d _ad—bc 15
"5, '5’ °T oy, (1%
logo obtemos:
oy =1(P+ P2—4Q). (16)
L 4 -

Combinando a Equacdo (16) com intervalo 0 < o_ < 1, obtemos a condi¢do de
instabilidade do sistema:

0<P—.P2-4Q<4. (17)
Resolvendo a inequacdo (17) para P,temos as condicdes para a Instabilidade de Turing:

Q>2
P>2/Q se P<4

tP>%+2 se P>4,

(18)

as condicdes (18) serdo utilizadas para a simulagdo numérica do sistema acoplado.
4. SIMULACAO NUMERICA

A fim de realizar uma evidéncia numérica para o comportamento dindmico do sistema,
inicialmente simulamos computacionalmente a rede acoplada com a interacdo de primeiros
vizinhos comy = 10, na qual cada sitio interage com apenas seus vizinhos mais proximos.

Para realizar a simulacdo numérica, utilizamos a linguagem de programacdo Fortran e o
integrador numérico denominado Lsoda [12] com auxilio das condi¢des que satisfazem a
Instabilidade de Turing, obtidas para modelo de Berezovsky (2005) [8]. Em vista disso,
resolvemos numericamente as EquacgGes. (8a) e (8b), considerando o espaco discreto com
namero de sitios N = 51, utilizando condig¢®es iniciais randdmicas e condi¢cdes de contorno
periodicas. Desse modo, reescrevemos as inequacdes (18) em termos dos pardmetros das
Equacdes (1a) e (1b):
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Ds(2R2 — 3Ry + 1) + D;(4Ry + 2v — RZ — Ryv — 3) — 2P' (R, — 1)
D,Rqyv 5

Ds(1— Ry — 4RyD;) + D;(—R2 — vR, + 4R, + 2v — 3)
< - DiRov | (19)
. (Ro — D2 +v(1 — Ry) — 2[D;(—RZ + 4R, — VR, + 2v — 3) — 2RyDsD; + Ds(1 — Ry)] o

a Ryv(1 —R, — 2D))
Ds(1— Ry — 4R,D,) + D,(—R2 — Ry + 4Ry + 2v — 3)
D,Ryv ’

d —=

sendo P' = \/DSRO + 2D; — D;R, — D;v — Dg. Também consideramos a condi¢do que delimita
as solucBes ndo negativas para os pontos de equilibrio:
R > Ry+v—1 20
d URO : ( )

A Figura 1 apresenta os padrdes de Turing para diferentes valores de R, para analisar a

distribuicdo espacial de infectados. A intensidade da concentracdo de infectados no sistema é
apresentada através de uma escala de cores.
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Figura 1: Padrdes de Turing na distribuicdo de infectados no modelo de Berezovsky com parémetros:
R; =1.900,v = 0.150, Dy = 0.125 e D, = 0.550. (@) R, = 1.170 com pontos de equilibrio E, =
(0.473,0) e E* = (0.034,0.005), (b) R, = 1.180 com pontos de equilibrio E, = (0.473,0)e E* =

(0.015,0.002), (c) R, = 1.188 com pontos de equilibrio E, = (0.473,0) e E* = (3.351 x 1077,
6.328 x 10798).
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Na Figura 1la com Ry = 1.170, verifica-se o surgimento de padrdes de pontos e listras,
associados a variagdo da densidade populacional de infectados. Nas Figuras 1b e 1c, com
Ry, =1.180e Ry = 1.188 respectivamente, apresentam o0 surgimento de padrdes
relacionados a zonas isoladas de infectados com uma alta densidade relativa de infectados,
enquanto as regides remanescentes apresentam baixas proporgdes, as quais representam areas que
possuem poucos casos de infecgoes.

Diante desse contexto, verificamos que a disseminacdo de doengas diminui, quando R,
estd aumentando. A mesma conclusdo pode ser feita na analise da série temporal do modelo
na Figura 2. Nas Figuras 2a e 2b, podemos analisar a evolucdo temporal dos suscetiveis e
infectados, nas quais verificamos que a quantidade de infectados decai e posteriormente se
estabiliza.

(@) (b)
0375 ‘ =80 0.600— . | TS
~1(1) - I()
0.300~ 7
0.400~ 1
0.225} 1
0.150+ 1
0.200+ 1
0.075
L n L PRy Sy ——
0 100 200 t 30 400 500

Figura 2: Série temporal de suscetiveis e infectados com os parametros fixos: R; = 1.900,v = 0.150,
Dg = 0.125e D, = 0.550, variandoo R,. (a) R, = 1.170, (b)R, = 1.180.

Além de simular numericamente a interacdo de primeiros vizinhos, simulamos também
um caso intermediario utilizando y = 1, no qual cada sitio interage com maior nimero de
vizinhos. Os resultados sdo mostrados na Figura 3.

A Figura 3 apresenta a distribuicdo de infectados, considerando um caso intermediario
com y =1, no qual os elementos da rede podem interagir com uma quantidade maior de
vizinhos. A Figura 3a apresenta o surgimento de uma epidemia, devido ao espalhamento das
doencas em grandes regides com altos percentuais relativos de infectados. Nas Figuras 3b e
3c, pode-se verificar zonas isoladas com alta densidade relativa da populacao infectada, na qual
a transmissdo da doenca esta restrita em uma determinada regido, ndo atingindo outras areas
gue podem ser consideradas seguras.
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Figura 3: Padrdes de Turing para y = 1, considerando os seguintes parametros fixos: R; = 1.900,
v =0.150,D5 = 0.125e D, = 0.550, variandoapenasR,. (a) R, = 1.170, (b) R, = 1.180, (c)
R, = 1.188.

5. CONCLUSAO

No presente estudo, apresentamos a instabilidade de Turing em um modelo matematico
aplicado a epidemiologia, considerando uma interacdo ndo local para descrever a interacdo
entre os grupos que constituem a populacdo. O modelo de Berezovsky (2005) [8] € descrito
em apenas duas equacdes, as quais podem apresentar a evolucdo temporal de suscetiveis e
infectados em uma populacdo livre de doenca ou com surgimento de doencas infecciosas
transmissiveis.

A interacdo ndo local considerada é o acoplamento quimico que apresenta dois casos
limites: o limite y — oo que corresponde as interacdes entre 0s vizinhos proximos e o caso
y — 0 quecorresponde aumainteracdo global, naqual cadasitio interage com o valor médio
darede.

Para analisar a disseminacdo espacial de doencas, determinamos analiticamente as
condicdes para a Instabilidade de Turing que possibilitam a formacao de padrdes espaciais na
rede. Em seguida, simulamos numericamente uma rede com N = 51 sitios, utilizando
condicdes iniciais randémicas e condi¢gbes de contorno periodicas.

Inicialmente consideramos a propagacdo de doencas com uma interacdo de primeiros
vizinhos, com y = 10, onde fixamos todos os parametros e variamos apenas R,, como foi
apresentado na Figura (1). Na Figura (1a), observamos uma quantidade relativa de infectados
na populacdo, enquanto nas Figuras (1b) e (1c) verificamos o surgimento de zonas isoladas
constituidas por infectados, caracterizando casos de infeccdes mais localizadas. Através da
série temporal na Figura (2), podemos observar que apds o decaimento os casos de infecgcGes
se estabilizam.

Além de analisar a disseminagdo de doengas com interacdo de primeiros vizinhos,
realizamos a simulacdo numérica de um caso intermediério entre a interacdo de primeiros
vizinhos e a interagdo global, ocasido y = 1, no qual cada sitio pode interagir com um maior
nimero de vizinhos da rede, como mostra a Figura (3) que apresenta areas maiores de
infectados, devido a maior quantidade de interagdes realizadas pelos sitios. Na Figura (3a),
observamos o surgimento de uma epidemia, afetando &reas maiores com altas densidades
relativas de infectados na rede. Nas Figuras (3b) e (3c), podemos observar zonas isoladas,
nas quais as transmissbes de doencas ndo atingem as &reas que apresentam menor
concentracdo da populacéo infectada.
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