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Neste trabalho foi considerada uma particula em um pogo de potencial infinito com o fundo suave. Para a
busca de autofuncbes e autovalores do problema foi usado o método de transformadas de Darboux. Foi
apresentado um conjunto ortonormal de autofunges. Foram discutidas as caracteristicas principais da
particula no poco. Foram demonstradas propriedades importantes das soluc6es. Foi analisada a distribuigao
da densidade de probabilidade da localizacéo da particula. Foram indicadas as condi¢Bes para busca das
posi¢des mais provaveis e menos provaveis da localizagdo da particula e apresentadas as equacgdes
transcendentais correspondentes. Foi proposto um método aproximado de determinacdo de posicGes
correspondentes a extremos da densidade de probabilidade. Os valores esperados da posi¢cdo e do momento
foram calculados explicitamente. Para alguns estados de energia mais baixas sdo mostrados os gréficos da
densidade de probabilidade em comparagdo com as densidades para a particula do pogo infinito retangular.
Como um resultado adicional atil, foram apresentadas algumas integrais de combinacBes especiais de
funcdes trigonométricas.

Palavras-chave: equacéo de Schrddinger, pogo infinito suave, transformadas de Darboux
Particle in an infinite smooth well

In this paper it is considered a particle in an infinite potential well of special smooth form. To obtain
eigenfunctions and eigenvalues of the problem, a method of Darboux transformations is applied. An
orthonormal set of the eigenfunctions is presented. Some important properties of the eigenfunctions are
shown. Principal characteristics of the particle in the well are discussed. A function of distribution of the
probability density is analyzed. Conditions for determination of points of extrema of the probability density
are formulated and corresponding transcendental equations are presented. An approximated method for
determination of points of extrema is also proposed. Expected values of position and momentum of the
particle are calculated explicitly. For some lower energy states, distributions of probability density are
shown graphically in comparison with distributions for the infinite square well. As an additional useful
result, some integrals of special combinations of trigonometric functions are presented.
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1. INTRODUCAO

Neste trabalho aplicamos o0 método de transformadas de Darboux para obtencédo de solugdes da
equacéo de Schrodinger com um potencial de poco infinito de uma forma especial que chamamos
de pogo suave. O método de transformadas de Darboux foi proposto ainda em 1882 para obtencédo
de solucdes de equaces diferenciais, Ref. [1]. Um dos métodos bem efetivo, usado durante um
extenso periodo para busca de solugBes de equagdes diferenciais para problemas de fisica
quantica, foi o método de factorizacdo. Uma revisdo sistematica de aplicacdo do método de
factorizacdo para a equacgdo de Schrodinger é apresentada, por exemplo, na Ref. [2]. De fato o
método de factorizacdo é uma maneira diferente de formulacdo do método de transformadas de
Darboux. A relacdo entre os dois métodos para mecanica quantica em uma dimenséo € discutida
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na Ref. [3]. Na década de 1980 foi indicada também a relacdo entre 0 método de transformadas
de Darboux e a mecénica quantica supersimétrica. Essa relacdo é discutida, por exemplo, nas
Refs. [4], [5]. Na Ref. [6] sdo descritos os desenvolvimentos da teoria da geracdo de potenciais
para os quais a equacdo de Schrodinger é exatamente soltvel. E apresentada uma generalizagéo
do método de transformadas de Darboux para a equacdo de Schrédinger ndo estacionaria. Como
exemplos sdo obtidos alguns novos potenciais ndo estacionarios exatamente solUveis. S&o
apresentadas familias de potenciais isoespectrais com espectro de oscilador harménico e de atomo
de tipo hidrogénio. Uma revisdo curta do desenvolvimento do método de transformadas de
Darboux até 1998 é apresentada na Ref. [7].

Recentemente o método tem sido continuado tanto no seu desenvolvimento quanto nas suas
novas aplicacBes nas varias areas da fisica. No trabalho [8] é elaborado o método de
transformadas de Darboux para a equagdo de Dirac estacionaria em uma dimensdo. No trabalho
[9] é desenvolvido o método de transformadas singulares de Darboux em contraste ao método
convencional. Esse método permite incluir na consideracdo matrizes singulares como um
coeficiente matricial na frente da derivada na transformada. O funcionamento do método é
ilustrado no exemplo de problemas inversos de espalhamento. No trabalho [10] o método de
transformadas de Darboux é utilizado para construcdo e analise de hamiltonianos de Dirac com
potencial pseudo-escalar. No mesmo trabalho é construida uma classe quadriparamétrica de
sistemas sem reflex&o cujos potenciais correspondem ao "twistedkinks". E demonstrado que todas
propriedades espectrais de sistemas de Dirac sem reflexdo sdo refletidas em uma quantidade
conservada ndo trivial, que pode ser expressa de maneira simples em termos de transformadas de
Darboux. Na Ref. [11] o método de transformadas de Darboux é aplicado para estudos de
modelos cosmolégicos exatamente sollveis.

Nosso trabalho é organizado da seguinte maneira. Na Se¢do 2 apresentamos a formulagdo do
problema, na Secdo 3 obtemos solugdes aplicando o método de transformadas de Darboux, na
Secdo 4 discutimos algumas propriedades das solucbes obtidas. Na Secdo 5 analisamos as
solugdes obtidas em comparagdo com as soluces do problema em poco potencial de Pdschl-
Teller expressas em termos de fungdo hipergeometrica. Na Se¢do 6 formulamos a concluséo deste
trabalho. Uma descri¢do resumida do método de transformadas de Darboux é apresentada no
Apéndice A. No Apéndice B sdo apresentados resultados adjacentes do trabalho, estes séo:
algumas integrais de combinacdes especiais de funcbes trigonométricas.

2. FORMULACAO DO PROBLEMA

Consideramos uma particula em um poco infinito da forma

Uy 1
Ux) = ——F— @
sin (Tx)

no intervalo 0 < x <[ . O potencial U(x) tem o comportamento seguinte: U(x) — oo quando
x = 0ex — [, no meio do intervalo temos U(l/z) = U,. O pardmetro [ representa a largura do

poco e U, representa uma altura de nivel minimo do potencial acima do nivel zero da energia. O
grafico do potencial U(x) é mostrado na Fig 1.
Para resolver a equacdo de Schrodinger

R a2 2
—%d—xlf+U(x)1/)=E1/) @
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com o potencial U(x) da forma (1), aplicaremos 0 método de transformadas de Darboux (para
uma descri¢do do método, ver o Apéndice A). Reescrevemos a Eq. (2) na forma

d ®3)
[ e 2+V(x)]1/) 212y
onde
=22 V() = U )—Z?Sm;’% _ (4)
X
02 04 06 038 1
Figura 1: Potencial U(x) = Uy/ sin (%)
Denotando
2m 5
? 0= VC ( )
apresentamos o potencial V (x) como
=— 7 6
V(x) = smz( x) 6)
Designaremos
(7)
[ Iz +V(x)]

como H, que é o hamiltoniano do problema.
3. METODO DE SOLUCAO
De acordo com o método de transformadas de Darboux consideraremos um problema iniciante

no pogo infinito retangular no intervalo 0 < x < [. A equagédo de Schrodinger para esse caso é
escrita na forma
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h? d? 8
Ry (8)
~ 2mdx?
Reescrevendo a Eq.(8) na forma apropriada para 0 método, temos

d? )
“aat =Y
onde
g2 2mE (10)
=3

e designaremos o hamiltoniano do problema (9) por

d? (11)

o= =G

implicando que o potencial deste problema éV,(x) = 0. Em termos de Hamiltoniano H, o
problema (9) tem a forma

Hoyp = €%y . 12)

Solugdes do problema (9) da particula no pogo infinito sdo bem conhecidas (ver, por exemplo
[12]) e podem ser apresentadas na forma

13
Yn(x) = \/%sin (nl—nx),sn = ?,n =123,... (13)
As solugdes (13) sdo ortonormais no intervalo (0, 1), assim
-
(WY Y = fo Yamdx = 8pm - (14)

Segundo o0 método de transformadas de Darboux apresentaremos o hamiltoniano Hypor meio
de um operador entrelagantel

~_ad (15)
L= I + W(x)

e seu operador adjunto Lt como
Hy =IL'L + a? (16)

onde a? é uma constante a ser indicada no préximo paragrafo. Escolhemos a fungdo W (x)da Eq.
(15) como

d / 17
W) = - i) = - 22 )
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onde 1, é solugdo comn = 1 do conjunto das solucdes (13). Escolhemos a constante a?da Eq.

(16) como a? = £, onde &; é o autovalor correspondente da autofuncdoi,. Para tal escolha
temos

1 T T 18

W(x) = —% = _TCOt(Tx) (18)

e o hamiltonianoH, na forma explicita é expresso pela Eq. (11). Construimos um hamiltoniano
novo H; por meio do operador entrelagante L (15) e o seu adjunto LT como

A, = LIt + a? . (19)

Na forma explicita 0 operador H; é expresso como

_ d? (20)
1= gt "
onde
P2 (21)
Vi) =W +W? +a? = E: + &2 ) = Vy(x)
1
2 1

12 sin?2 (% x)

(Eg. (103) do Apéndice A). Entdo, chegamos a um problema
d2

dx?

~ 22
Hl)(:[ +V1]X=/12)( 2
onde o potencial V; (x) coincide com o potencial V (x) do problema (3) em que o pardmetro V. da
Eqg. (6) é expresso por

3

v, =22 (23)

N

l

As solugbes do problema (22) sdo determinadas através das solugdes (13) do problema (12)
pela expressdo

(24)

Xn = zl/)n = [dd—x — %cot (%x)] ﬁsin (?x)
= \/%% [ncos (? x) — cot (% x) sin(? )]

paran > 1(Eq. (84) do Apéndice A). Os autovaloresi,, s&o os mesmo do problema (12).

/1n=sn=nTn,n22 . (25)
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As solucdes (24) ndo sdo normalizadas. Denominaremos as solugdes normalizadas por j,,
Xn = NuXn (26)
onde o fator de normalizacdo N,, é determinado como

1 1 1 7)

n_\/sfl—az_\/sfl—sf_m/nz—l

(Eq. (78) do Apéndice A). Entéo, as autofungdes normalizadas ¥,, do problema (22) sdo

In(x) = \/%m/% [ncos (% x) — cot G x) sin (? x)] n=2 . (28)

4. PROPRIEDADES DAS SOLUCOES OBTIDAS

Discutiremos varias propriedades das solu¢Ges obtidas em (28). Primeiramente observamos
gue as autofuncdes (28) sdo funcdes reais, ou seja, ¥y, = ¥n . Determinaremos os valores das
fungdes nas extremidades x = 0ex = [ :

¥n(0) =N, chi_r% [ncos (? x) — cot (g x) sin (? x)]
sin (? x) (29)
=N, [n—lim =Ny[n—n]=0

. Vs
=0 gin (7 x)

nD) =N, Llir% [ncos (nl_n x) — cot (% x) sin (? x)]

N _ sin(?x)
= Np | n(-1) —(—1)¥E}W

(30)
] = Np[n(-D)" = n(-1)"] =0 .

=N, [n(—l)" + limx_,ln(n’n—_
—C

Vemos que 7, (0) = ¥, (1) = 0, 0 que esta em acordo com a interpretacdo fisica: nas paredes
do poco infinito a autofuncdo é nula. Valores da autofuncdo no meio do intervalo x = [/2 para 0s
estados impares n = 2k + 1 sdo

l 2k+ 1)1 l 2k+ 1)1
Xok+1 (5) = Nak+1 [(Zk + 1) cos (wﬁ —cot (%E) sin <w5>]

= Nyjs1 [(Zk + 1) cos (g + nk) —cot (g) sin (g + nk)] =0. (31)

Para os estados pares n = 2k

B (l)—N [Zk (anl) t(rrl) ) (anl)]
Xaic\5) = Nak cos (——35 cot{ 7z )sin{——5
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_1\k
= Ny, [Zk cos(mk) — cot (g) sin(nk)] = N, (—1)k2k = LCL) zk

mVak2-1

Introduzimos uma variavel

N |~

A condicdo de normalizacdo para jf,, em termos da variavel & tem a forma
1/2, . /2 .
Jijo \Tnl?dE = [ I (©ds =1,

As autofunces em termos da variavel ésdo expressas como

) ()

=N, [ncos (?E +7r2_n) —cot(zf +E)sin(?f +7Tn)]

= N,[ncos (nTn f) cos (n?n) — msin (nn 5) sin (nn)

In(&) = Ny

+ tan (? E) cos (nTn f) sin (nzn) + tan (% f) sin (nTn f) cos (n_n)]

2
portanto
2tk . (2Tk )
X1 (&) = Ny [2k cos (T f) cos(mk) — 2k sin (T g") sin(mk)

+tan (g E) cos (? E) sin(rrk) + tan (g E) sin (27;—1{ f) cos(mk)]

= (—1)* Ny [2k cos (?E) + tan Gf) sin (ﬁf)]

2k+1 2k+1
Z2k+1(f) = N2k+1[(2k + 1) Cos (gf) cosS (T[(—-I_))

2
—(2k + 1) sin (—H(Zkl-l_ D) €> sin (—n(2k2+ 1))
+ tan (% f) cos (@E sin (M
+ tan (%f) sin (w E) sin (@) ]

= (=1)*Nyp4q [tan G f) cos (n(2’;+1) E) — (2k + 1) sin (n(zfﬂ) f)] .

Das Eqgs. (36), (37) vemos que
Xok(—=8) = o (), Xak+1(—§) = —Xar+1(§)

portanto a funcdo g2 (&) é par

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

37)

(38)
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(=8 =) . (39)

4.1. DENSIDADE DE PROBABILIDADE

A partir das solugdes normalizadas (28) podemos construir a densidade de probabilidade p,, (x)
para a particula no estado y,,
pn(x) = inl? = 73 = Nixi - (40)

Da Propriedade (39) vemos que a fungdo que representa a densidade de probabilidade p,, (x) é
simétrica relativo ao meio do intervalo, isto €, relativo a x = [/2. Discutiremos as posi¢es mais
provaveis e as posi¢cdes menos provaveis da localiza¢do da particula no pogo. Determinaremos as
posi¢des de maximos e minimos por meio das condi¢des usuais:

p'(x)=0,p"(x) <0 (41)
para 0s pontos de maximos e
p'(x)=0,p"(x)>0 (42)

para 0s pontos de minimos. Da Eq. (40) temos

pn’(x) = ZNr%Xan’ (43)
pn" (%) = 2Nz O + Xndn = 2NZ Ot + (Vi — A x) (44)

pois da Eq. (22) y'' = (V; — A?)y. Da Eq. (43) vemos que a condicdo p’(x) = 0 é satisfeita
quando y, =0 ou y' ' =0. As condicbes y, =0 ou y' =0 ndo podem ser obedecidas
simultaneamente, porque neste caso deveria ser p,(x) =0,p,(x) =0 e p;(x) =0, que é
impossivel. Para a fungéo p,,(x) = #2 a condicdo p,,(x) = 0 corresponde aos minimos absolutos
de p,(x). Nos pontos de minimos absolutos p,,'(x) = 0 e p,” (x) > 0. Entdo, em termos das
autofungdes y,, (x) as condigdes de extremos de p(x) séo

Xn = 0,2 #0 (45)
para minimos e
n=0,xn #0 (46)
para maximos. No caso y, = 0, x,,” # 0 da Eq. (44) temos para p,,"'(x)
pn'(x) = 2NZ xi2 > 0 (47)

0 que confirma a condicdo de minimos (45) de p(x). No caso y,, = 0, y,, # 0 da Eq. (44) temos
para p,"'(x)

pn'' () = 2N (V1 — ) x - (48)
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Da Eq. (48) segue que p,,"' (x) < 0 quando
(V, —22) <0 . (49)

Usando a expressdo (21) para V; e (25) para A,,, escrevemos a condicao (49) na forma explicita

2
2 (E) 2 (50)
l 2
- (n ) <n (7)
sin TX
que da um intervalo para os pontos de maximos de p(x)
(51)

iarcsin (‘/—E) <x< L (n — arcsin (Q)) .
s n T n

A condicdo (46) corresponde aos méaximos da densidade de probabilidade no intervalo dado pela
Eq. (51).A condicdo (45) leva a equacdo transcendental

1 Ccos (nl_n x) — cot (g x) sin (? x) =0 (52)

para determinacdo das posi¢cbes de minimos de p(x). A condicdo (46) da a equacdo
transcendental

sin (% x) T m (53)

mn
—n?sin(—x)+———~<—ncot(—=x)cos(—x) =0
(7)o (T s ()
para determinacdo das posi¢fes de maximos de p(x). As Egs. (52), (53) podem ser resolvidas

numericamente para qualquer n.

Apresentaremos também um método aproximado de célculo das posi¢cbes de maximos e
minimos de p(x). Escrevemos a série de Taylor da funcédo p’(x) na vizinhanga de um ponto {j

PG+ 8) = p'(G) + " ()8 +5p" (G52 + 0(5%) . (54)

Desprezando os termos maiores que primeira ordem de §, obtemos uma aproximacao linear
relativaa 6

p'(G+6) = p'(G) +p"(GiS - (55)

Escolhemos um ponto ¢, préximo a um ponto extremo xy, tal que x, = {; + 6. Da Eq. (55)
temos

p' () =p"(G) + p" (G (e — Gie) - (56)
Usando a condigd@o no ponto extremo p'(x;) = 0, obtemos

p'(xx) (57)
PG

X = G —
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Observamos que

p'(xy) _ 2xx' _ xx' (58)
p"(C) 20 +xx') x4V —A%)x?

pois da Eq. (22) x'' = (V; — A?)x. Podemos também escrever

P _ % (nyy (59)
PGy - /12)+("7')2 (V1-22)+((In x))?
p=lxP p=1xI
> 12
1 5 1 n=3
0.8 = 08
06 0.6
04 04
0.2 02
X X
02 04 06 08 1 02 04 06 08 1

Figura 2: Densidade de probabilidade p,, = |,|%, paran = 2,3 (linha fina indicap para particula no
poco infinito retangular no estado w,.1).

p=lxP p=1xl
1 =4 1 =5
08 08
06 0.6
04 04
02 02
02 04 06 08 1. 02 04 06 08 1.

Figura 3: Densidade de probabilidade p,, = |7, |?, paran = 4,5 (linha fina indicap para particula no
poco infinito retangular no estado w,.1).
Entdo, para 0s pontos extremos temos a expressao

(n X" (60)
2 G0=AD+((n X GIN?

X = Sk —
Para os pontos x,, ,™™de minimos de p, (x) é conveniente escolher

; k
(n,kmm — ml’ k=123,..,n—2 (61)
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e para 0s pontos x,, ,™** de maximos de p, (x) é conveniente escolher

ety 62
Gui™ ¥ = 2Lk =1,23,.,n~2 . (62)

Para alguns primeiros estados é mostrado a distribuicdo de p,nas Figs. (2), (3). Nos graficos
junto com a funcéo p,, = |7, |? é mostrada também a funcéo |1,,_;|? que representa a densidade
de probabilidade para a particula no poco infinito retangular no estado y,,_;.

4.2. VALORES ESPERADOS

Determinaremos o valor esperado da posi¢éo da particula (x),, no estado y,,

l l

l
() = f 7 Rdx = f 7 xFndx = f 72 xdx
0 0
(63)

[ i 30 (£ +3)de = fi)?%(f)fdf+é f_i)?%(f)df

N
N

onde le)z,% (§)éd¢ = 0, pois a funcdo 72 (£)& é impar, e da Eq. (34) le)Z,Zl (&)dé = 1. Portanto

(=73 - (64)

O célculo do valor esperado do momento (p),, d&

l l dNn
(P = | 7o pIndx = f 7 (—ih) 22 dx = (i) f Fn
0
=(— lfl)f ——dx——( inglh =0 (%)

porque das Egs. (29), (30) 7,(0) = i, (D) = 0.

Algumas integrais de combinacdes especiais de funcbes trigonométricas que sdo obtidas nos
calculos deste trabalho podem ser Gteis em outros célculos. As integrais reduzidas a um intervalo
padrdo de integragdo sdo apresentadas no Apéndice B nas Eqgs. (95), (98).

5. DISCUSSAO

sin?(ax)  cos?(ax) 2m

para a equacao de Schrodinger

(67)

hZ
[_ﬁd_ + V(X)] Y =EY

é conhecido na literatura como potencial trigonométrico de Pdschl-Teller (ou pogo potencial de
Poschl-Teller). A solugdo da equacdo de Schrodinger com potencial da forma (66) é discutida no
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livro [13], problema 38 e é apresentada também no livro [14], Apéndice A, problema A.l.6. A
solucdo do problema é exibida na Ref. [13] para o intervalo x € (0, %)comrc >1,1>1em
termos da funcdo hipergeométrica;F, na forma

. 2 L (68)
Y, (x) = N, sin(ax) cos*(ax),F, (—n, K+A+nk+ E; sin (ax)) ,n=0,1,2,..
onde N,, é um fator de normalizacdo. O espectro de energia é
h? (69)

E,=V,2n+ 1+ k)? = ﬁaz(Zn + 1+ k)2

O potencial considerado no nosso trabalho escrito para a equagdo de Schrodinger do aspecto
(67) tem a forma

U(x) = L 2(%)2 70

2m sin2(%x) '

Demonstraremos que o potencial (70) pode ser deduzido para a forma de potencial de Pdschl-
Teller (66). Primeiramente observamos que

1 1

. 3 . i3 - . i3 3
sin? (— x) sin? (2 —x) 4 sin? (— x) cos? (— x)
1 21 21 21

1
4 sin? (E x) ¥ cos? (231 x)

portanto

4 s + T
sin? (— x) cos? (— x)
21 21

2 (n (71)
- Zh_m (Z)Z [sinzz(ix) + coszz(ix)] '

2l 21

Comparando a Eq. (71) e a Eg. (66), vemos que o potencial (70) corresponde ao potencial de
Poschl-Teller (66) com os valores dos parametros:

T
a =— ) K= A = 2 .
21
Segundo as Eqgs. (68) e (69) as correspondentes solugbes da equacdo de Schrédinger com o

potencial (70) sdo

1p,’:(x) = N,, sin? (%x) cos? (%x) 1F (—n,4 +n; ;; sin? (%x)) n=20,1,2, .. (72)
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com espectro de energia
h2

E} = %(%)2 (2n+4)* = %G)Z (n+2)? .

(73)

Estabelecemos a correspondéncia entre o espectro na solucdo da Ref. [13], a Eq. (73), e 0
espectro obtido neste trabalho da Eqg. (25). Denotamos o espectro da Eq. (73) por

h? m\2 2 (74)
f _
ETL _%(T) (nf +2) ,nf =0
e 0 espectro obtido neste trabalho por
h? /m\2 (75)
da_—_ ___ (_ 2
E? = 2m(l) n2,ng =2
de acordo com as Egs. (25), (10). Comparando as Egs. (74) e (75), vemos que
ng = nf + 2 (76)

portanto, a correspondéncia entre as solugbes obtidas neste trabalho da Eq. (28) y,(x) e as
solugdes (72) da Ref. [13] pode ser escrita na forma

Tns2(X) = Cpl(x) ,n =20 (77)

onde C,, sdo fatores que possuem um valor diferente para estados diferentes. A conclusao da Eqg.
(77) foi confirmada por estudos numéricos. A obtencdo de expressao explicita para os fatores C,,
necessita de um estudo adicional.

Na andlise das solucdes obtidas neste trabalho também foi observada uma propriedade
especifica das solugdes. Adensidade de probabilidade de estados no pogo suave ¥, (x) da Eq. (28)
exibe uma semelhanca funcional com a densidade de probabilidade de estados no poco retangular

Y1 _, da Eq. (13):

[Ynl? ~ 1 Fnsal? -
Essa semelhanca € ilustrada graficamente nas Figs. (2), (3).
6. CONCLUSAO

Neste trabalho obtemos as solucdes exatas da equacdo de Schrddinger com um potencial de
poco infinito suave, utilizando o método de transformadas de Darboux. As solugdes sdo obtidas
em termos das funcBes trigonométricas. S8o discutidas as propriedades das solucfes. S&o
indicadas as condicOes para busca das posi¢cbes mais provaveis e menos provaveis da localizagdo
da particula no poco suave e apresentadas as equacdes transcendentais correspondentes. Os
valores esperados da posicdo e do momento sdo calculados explicitamente. E observada uma
semelhanca funcional especifica da densidade de probabilidade de estados no pogo infinito suave
e no pogo infinito retangular. E apresentada a anélise comparativa das solugdes obtidas com as
solugdes do problema em poco potencial de Pdschl-Teller as quais sdo expressas em termos da
funcéo hipergeométrica. E estabelecida uma expressdo em termos das funcdes trigonométricas da
fungdo hipergeométrica com determinados valores dos pardmetros. Como resultados adjacentes



A.Smirnov; A.J.D.Farias-Junior, Scientia Plena 11, 034802 (2015) 14
do trabalho sdo apresentadas algumas integrais de combinacBes especiais de funcdes
trigonométricas.

APENDICE A. METODO DE TRANSFORMADAS DE DARBOUX
Descreveremos 0 método de transformadas de Darboux de forma resumida e focando nos

assuntos mais relevantes ao nosso trabalho. Uma descricdo mais detalhada do método pode ser
encontrada na Ref. [15].Consideraremos um problema

ﬁol/) = &% (78)

onde H, é um operador, que pode ser apresentado na forma
Ay = I'L + a? (79)
com Lsendo o operador adjunto do operador L e @? uma constante real. Supomos que a solugéo
do problema (78) é conhecida (encontrada por um método), o espectro de autovalores £2 é

discreto e as autofungdes sdo apresentadas na forma de um conjunto ortonormal {i,,} relativo a
um produto escalar em um espaco funcional apropriado

(Yn, Ym) = Opm - (80)

Denotamos simbolicamente os autovalores e as autofungées do operador H, por
Ho:{ef, ¥} - (81)

Atuando com o operador L na Eq. (78), obtemos

LAy, = L(LTL + a?), = (LIt + a?) Ly, = e2Lpy, . (82)
Designando
Lit+a?2=H, (83)
e
Ln = xn (84)

vemos que y,, sao autofuncgdes do problema
Hixn = &ixn (85)

que correspondem aos mesmo autovalores €2 do problema iniciante (78). Observamos que 0s
operadores H, e H, sdo relacionados por intermédio do operador L na forma
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O operador L ¢ denominado operador entrelacante. Autofuncdes y,, do problema (85) geradas
pela Eq. (84) sdo ortogonais, mas em geral ndo sdo normalizadas. Ortogonalidade das

autofuncdes y,, segue da ortogonalidade das autofuncées i,

Otro Xm) = (Zl/)n' Zl/)m) = (ZTZl/)n; l/)m) = ((ﬁo - az)l/)nv l/)m)
= ((5721 - az)lpn: lpm) = (8721 - az)(lpn: lpm) = (5721 - az)anm .

(87)

Se a constante a? ¢ escolhida tal que a? # &2, vemos que as autofuncdes y, € x,, S0
ortogonais, (xn, xm) = 0. A normalizacdo das autofuncdes y,, pode ser efetuada pela mesma

relacdo (87). Designaremos funcBes normalizadas por
Xn = NpXn
onde N,, € um fator de normalizacdo, assim

(an)?n) = (Nn)(n: Nan) = Nr%(Xann) = Nr%(grzl - aZ) =1

portanto
N, = —
gZ-a?
Se o operador L é apresentado como
. d
L=—+W(x)

dx

onde W (x) é uma fungdo da variavel x, o seu operador adjunto tem a forma

R d
It=——+Ww()
dx

e o operador A, pode ser apresentado como

2

d d d
Hy, =I'L 2:(——— MO(—— W) = —— W'+ W?+ a?
0 +a dx+ dx+ +a Tx2 + +a

ou como

onde

Para o operador H,temos

(88)

(89)

(90)

(91)

(92)

(93)

(94)

(95)
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i _ZETJ”ZZ_(1+W>(_1+W>+a2——d—2+W’+W2+a2 (%0)
1 ~ \dx dx T dx?
ou
N d? 97)
Hl:_dx2+V1
onde
Vi) =W +W? +a? . (98)

Entdo, se o operador entrelagante L é escrito na forma (91), as Eqs. (78), (85) representam as
equacdes diferenciais de segunda ordem

_ d? 5 (99)
Hop = =77+ Vo[ =Y
e
~ d? 5 (100)
By =gz th|x=&%
que podem ser interpretadas como equagdes de Schrodinger.
No caso particular, a funcdo W (x) nas Eq. (91), (92) pode ser escolhida como
¢’ (101)

d
W(x) = —aln(ﬁb) =7

onde ¢ = 1, € uma das autofungbes do operador Hy, isto €, do conjunto {y,} da Eq. (81), e
a? = &2 é o seu autovalor. No caso de tal escolha a relagdo (95) é satisfeita identicamente

" 2 2 1
o9 +¢ +a2=¢—+a2=V0(x) (102)

_W,+W2+a2=?_¢2 e n

pois ¢ é solucéo da Eq. (99) com £2 = a2 . Para V, (x) temos

1 2 2 103
Vl(x):W’+W2+ozz=—(%+2(f];—2+ch=2<(§)—2+az>—V0 (103)
porque da Eqg. (99)

(104)

Para solugbes y da Eq. (100) temos a expressdo em termos de ¢ da Eq. (101)

anZl/)n:(:_x‘l'W)lpn:l/)r,l"'%l/)n . (105)
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APENDICE B. ALGUMAS INTEGRAIS

1. Dacondicdo de normalizacéo
l
f Tnldx =1
0
para as autofunc@es (28) temos a integral
2 rl g T . (mn 2 _ .2 (106)
Tfo [ncos (Tx) - cot(Tx) sin (Tx)] dx=n“—-1 .

Mudando o intervalo de integracdo para um intervalo padréo para fung@es trigonométricas
(mudanca de variavel mx/l — x), escrevemos a integral (94) na forma

fon[n cos(nx) — cot(x) sin(nx)]? dx = g(n2 -1),n>1. (107)
O cason = 1 é valido, pois a funcdo na integral é identicamente nula.

2. Do célculo do valor esperado da posigao (63), (64), temos

l l 108
f Tnlxdx == (108)
0 2
para as autofunc@es (28) temos a integral
2 rl nmn b3 . [(mn 2 _l, 5 (109)
Tfo [n cos (Tx) — cot (Tx) sin (Tx)] xdx = E(n -1) .

Mudando o intervalo de integracdo para um intervalo padrdo para fungBes trigonométricas
(mudanca de variavel mx/l — x), escrevemos a integral (97) na forma

fon[n cos(nx) — cot(x) sin(nx)]? xdx = %2 n?-1),n>1. (110)

O cason = 1 é valido, pois a funcéo na integral é identicamente nula.
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