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A computacdo cientifica demanda de grande exatiddo e ao se utilizar o sistema de ponto flutuante os
resultados podem ser afetados por erros. Estes inviabilizam a confiabilidade nos resultados alcangados,
com isto surge a necessidade da utilizacdo da matemaética intervalar. Esta cria limites que sdo os extremos
do intervalo onde o valor real x esta contido, controlando a propagagdo desses erros uma vez que
resultados intervalares carregam consigo a seguranca de sua qualidade. O célculo da variancia necessita
de exatiddo devido ao grande processamento de valores reais. O presente trabalho tem como objetivo
definir a variancia intervalar das fungdes de densidade de probabilidade com distribuigdes Exponencial,
Pareto e Uniforme a fim de obter um controle automatico de erros com limites confidveis.
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The scientific computing demand for high accuracy when using the system of floating point results can
be affected by errors. These make it impossible to rely on results achieved with this comes the need for
the use of interval mathematics. This creates boundaries that are the extremes of the range where the real
value x is contained by controlling the spread of these errors since interval results carry with the safety of
their quality. The calculation of the variance requires great accuracy due to the processing of actual values
. This study aims to define the interval variance of the probability density functions with Exponential,
Pareto and Uniform distributions order to get an automatic error control with trust boundaries.
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1. INTRODUCAO

A necessidade de se obter precisdo e exatiddo em célculos numéricos € uma caracteristica
importante nas mais diversas areas cientificas. Computar probabilidades em situagGes préaticas
envolve nimeros e, consequentemente, problemas numéricos. Os problemas numéricos na
computacdo cientifica originam-se primordialmente da impossibilidade de se operar com
nlmeros reais diretamente, pois € necessario representar uma grandeza continua (a reta real) de
forma discreta. A representacdo de valores reais no sistema de ponto flutuante é realizada pela
aproximacao de um subconjunto finito dos reais [4], ocorrendo assim erros numéricos dificeis
de serem tratados ou reparados. Estes sdo originados através da aproximagao (arredondamento
e truncamento) feita pela méaquina ao tentar representar valores reais com toda sua extenséo e
exatiddo. Ha também a possibilidade dos erros serem originados nos processos precedentes a
computacéo, sendo eles a falha humana na obtencédo dos dados e também falha nos instrumentos
de medida utilizados. O erro total obtido sera o acimulo dos erros nos resultados intermediarios
[5].

A matematica intervalar proposta por Moore [3] surge para automatizar o calculo do erro
computacional cientifico com limites confidveis. Nesta forma de representagdo numérica 0s
valores pontuais ndo sdo aproximados, o que ocorre é a representacdo do valor real x em um
intervalo X que o contenha. Os erros originados para tratamento dos valores como o
arredondamento e truncamento, para adequar o valor pontual a ser representado pela maquina,
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sdo tratados pela aritmética intervalar e pelos arredondamentos direcionados. O tamanho do
intervalo € utilizado como medida de qualidade [5].

Dentro do ramo estatistico, comumente sdo utilizadas func¢des de densidade de probabilidade
que descrevem a forma de organizacdo de algumas populagdes, como distribuicdo Exponencial,
Pareto, Uniforme, entre outras. O valor esperado serve como uma estimativa para estas
distribuicBes [6]. Entretanto, apenas o valor esperado ndo fornece dados suficientes para
descrever a populacdo sendo necessario o calculo da variancia que é uma forma de medir a
dispersdo dos valores da distribuicdo em relacdo a sua média.

O presente trabalho tem com objetivo definir a variancia intervalar das funcfes de densidade
de probabilidade com distribuicBes Exponencial, Pareto e Uniforme a fim de obter um controle
automatico de erros com limites confiaveis. Adicionalmente, implementam-se as expressdes
intervalares de cada distribuicdo no ambiente IntPy[10], que consiste em um ambiente de
programacdo intervalar com bons resultados de exatiddo, calculo de erros absoluto e relativo,
fornecendo um intervalos solugdo com qualidade[7].

2. METODOLOGIA

Durante o processo de resolucdo de problemas podem ocorrer fontes de erros tais como:
propagacéo dos erros nos dados iniciais, arredondamento e erros de truncamento causados ao se
truncar sequéncias infinitas de operacdes aritméticas ap6s certo nimero de processos. Deste
modo os resultados atingidos demonstram pouca confiabilidade uma vez que sua exatidao foi
perdida durante o ajuste do valor real fornecido, para o representado em maquina. Com o
objetivo de diminuir essa propagacdo do erro e fornecer também uma garantia de sua certeza
aplicam-se técnicas intervalares, as quais possuem medidas de erros que verificam a qualidade
do intervalo.

Segundo FERSON et. al.[2], historicamente o primeiro método para computar o intervalo
solucdo é o método chamado de extensdo intervalar. Nele repete-se a computacdo formando o
programa passo-a-passo, substituindo cada operagcdo elementar de nUmeros reais pela
correspondente operagao da aritmética intervalar.

Funcgbes densidade de probabilidade necessitam de grande precisdo em seus calculos,
possuem como objetivo descrever a forma de organizacdo dos individuos de uma populagéo.
Cada funcdo de densidade de probabilidade com distribuicdo possui sua funcéo analitica que
representa o conjunto de dados de acordo com as caracteristicas de uma populagdo. A variancia
gue é caracterizada como uma medida de dispersdo denotada por V(X) ou s?, visa calcular a
variacdo de cada elemento da populacdo em relacdo a média da distribuicdo em questdo.
Considerando que este calculo fornece uma variacdo média de todos os dados a exatidao
numérica e a confiabilidade nos resultados é de suma importancia. Estas exigéncias podem ser
satisfeitas através da utilizagdo da aritmética intervalar, representando a variancia através de
intervalos confiaveis e com qualidade que encapsulem o valor real.

Célculos numéricos em computadores devem ser realizados por meio das linguagens ou
bibliotecas que tenham definidos o tipo intervalo e as operagBes sobre o tipo, usualmente
denominadas de linguagens XSC (eXtended for Scientific Computation)[1], além de serem
linguagens de grande precisdo numérica voltados a utilizagdo de calculos cientificos.

Na matematica intervalar, a qualidade dos intervalos solugdo pode ser verificada através das
seguintes medidas de erro [4]:

- Erro Absoluto (E,): conforme a Equacéo (1),
E, =|x—m(X)|<¥ (1)
onde x é o valor real, m(X) é o ponto médio do intervalo X e w(X) é o diametro do intervalo X.

- Erro Relativo (ER) identificado na Equacéo (2),
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£, :|x m(X)|< W('X) ?
x| 2min|X|

onde os pardmetros sdo exatamente 0s mesmos do Erro absoluto, com excecdo da expressao

min|X| que consiste no médulo limite inferior do intervalo.

No presente trabalho aplicam-se estas medidas de erros para verificar a qualidade dos
intervalos solugéo das funcdes de densidade de probabilidade com distribui¢cbes Exponencial,
Pareto e Uniforme.

A seguir descrevem-se as funcBes de densidade de probabilidade e os valor esperado das
distribuicbes Exponencial, Pareto e Uniforme, as quais sdo fundamentais para realizar a
definicdo intervalar das respectivas variancias. Ressaltando que utilizando-se do mesmo
principio abordado neste trabalho para representar as funcfes de varidncia de cada distribuicéo,
o mesmo foi utilizado para representar os valores esperados, como pode ser visto em
Tortelli[11].

2.1.  DISTRIBUIGCAO EXPONENCIAL

Visa descrever a forma em que uma populagcdo se organiza quando ha uma taxa de
falhas constante ou também o tempo despendido para realizar uma determinada tarefa [8]. A
distribuicdo Exponencial é de suma importancia para areas como microbiologia, com o estudo
do tempo de vida de col6nias de microrganismos, tempo de falhas de produtos e entre outras.

A partir da Figura 1 apresenta o grafico de uma Distribuicdo Exponencial, observando
atentamente a forma que sua curva varia no decorrer da reta real.

Fix)

fix)

N\

Figura 1: Gréfico das duas formas que uma distribuicdo Exponencial pode assumir

A distribui¢cdo Exponencial possui como principal parametro o A, que consiste no tempo
médio de vida da populacdo estudada. Assim, através da Equacéo (3) pode-se verificar a funcéo
densidade de probabilidade da distribuigdo Exponencial
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ﬂe—lx
———,5e x>0

f(x)=4 x“*’ 3)
0, se x<0

Através da Equacdo(4) apresenta-se o valor esperado da distribui¢do exponencial, que
contém como Unico parametro o A.

1
E(X) = z (4)
A Equacéo (5) apresenta a funcdo de variéncia real da distribuicdo Exponencial:
1
Var(x) = 7 (5)

Representando o parametro real A pelo intervalo A=[a,a], tem-se a Equagéo (6), que
consiste na variancia intervalar da distribuicdo Exponencial:

Var(X) ={§,a—12} (6)

onde ae a séo os limites inferior e superior do intervalo A.

2.2.  DISTRIBUIGAO DE PARETO

Criada por Vilfredo Pareto em 1897 através do estudo de distribuicdo de renda da
populacéo, verificou que 80% das riquezas da cidade eram mantidas por 20% da populagéo.[9]
Esta suposigdo prega que a maioria dos resultados em qualquer situagdo é determinada por um
pequeno numero de causas e este principio é aplicado em estudos relativos a Economia,
Produtividade, Politica, Desenvolvimento e entre outras areas que apresentam o0 mesmo padrao.

Através da Figura 2 é possivel observar o comportamento da distribuicdo de Pareto.
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Figura 2: Forma de organizacéo de uma populagédo na distribuicdo de Pareto

A distribuicdo de Pareto contém a fungdo de densidade de probabilidade, conforme
apresentado na Equacéo (7):

af”
F(x) =yt B XEP 7)
0, sex<p

Sendo x €fR, o 0 parametro de forma e 3 o de escala.
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A partir desta férmula, pode-se inferir como estimativa de concentragdo de dados da
distribuicdo o seu valor esperado real, apresentado pela Equacéo (8):

e =2 )
o—1

Utilizando exatamente os mesmos parametros de sua funcéo densidade.

Para uma maior descri¢do do conjunto de dados analisados pela distribuicdo de Pareto, pode-
se utilizar do célculo da varidncia para determinar a variabilidade total dos elementos em
relacdo ao seu valor esperado Equacdo (8). A variancia real ja € uma expressdo conhecida,
demonstrada através da Equacéo (9):

2
Var (x) = # 9)
(=D (x-2)
Mantendo os mesmos parametros de sua funcdo densidade de probabilidade.
Define-se a variancia intervalar representando o parametro o por umintervdo A=[a,a] e o

parametro f§ pdo intevdo B=[lg,5], e cada operacdo aritmética real é substituida pela

respectiva operacao intervalar, conforme a matematica intervalar definida por Moore[3]. Sendo
assim obtém-se a Equacdo (10) que consiste na mesma Equacdo (9), porém com todos 0s
pardmetros intervalares:

Var(X) =

2 =~ 2
ab’ ab } (10)

@-)*(@-2) (@-1°@-2)
onde a e @ sdo os extremos inferior e superior do intervalo A, e b e b s&o os extremos
inferior e superior do intervalo B.

2.3.  DISTRIBUICAO UNIFORME

Esta distribuicdo contém uma importante caracteristica, em que um namero finito de
resultados tem chances iguais de acontecer.[8] O exemplo classico adotado para relacionar-se
com a distribuicdo Uniforme € o lancamento de um dado ndo viciado, a probabilidade de ocorrer
qualquer um dos seis valores disponiveis no dado é sempre a mesma. Isto pode ser verificado
através da Figura 3.

A A

Figura 3: Gréfico da distribui¢do Uniforme

A funcdo densidade de probabilidade com distribuicdo Uniforme é a que segue:

i,se as<x<b
f(x)=<b-a (11)

0, caso contrario

Onde a é o parametro de deslocamento e b corresponde ao parametro de dispersdo. A
partir da sua funcdo de densidade apresentada pela Equacédo (11), pode-se compreender o valor
esperado como apresentado pela Equacéo (12):
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£ =222 (12)

Descreve-se a variancia real da distribuicdo Uniforme conforme a equagao (13):
(b-a)’
Var(x) =——— 13
() =" (13)

Utilizando-se da extensdo intervalar tem-se uma nova expressao para a Vvariancia da
distribuicdo Uniforme expressa na Equagéo (14):

Vaf(x){@lzg) 1C Iza) }

onde @ e a sdo os extremos inferior e superior do intervalo A que encapsula o parametro ae b

(14)

e b séo os extremos inferior e superior do intervalo B que encapsula o parametro b.

3. RESULTADOS E DISCUSSOES

As expressdes definidas para a variancia intervalar das distribuigdes Exponencial, Pareto e
Uniforme, conforme as equacdes (6), (10) e (14) foram implementadas no ambiente de
programacdo intervalar IntPy. Trata-se de uma biblioteca de programacdo intervalar da
linguagem Python e em relagdo aos seus semelhantes obteve bons resultados de exatiddo e
qualidade do intervalo fornecido, como pode ser verificado em Balboni[4]. Esta secdo esta
subdividida em exemplos comentados de cada distribui¢cdo, como também uma discussao sobre
cada resultado obtido. Na sequéncia realiza-se uma anélise das medidas de erros com o objetivo
de verificar a qualidade do intervalo solucdo e, por consequéncia, garantir a maxima exatidao
nos resultados alcancados.

3.1 EXEMPLO 1: DISTRIBUICAO EXPONENCIAL

O tempo de vida (em horas) de um transistor é uma variavel aleatoria T com distribuigdo
exponencial. O tempo médio de vida do transistor é de 500 horas. A partir destes dados encontre
a variacdo deste tempo médio em relacdo a média da distribuicéo.

Solucdo: Pelas Equacbes (5) e (6) calcula-se a variancia real e intervalar para a
distribuigdo de Pareto, obtendo:

I.  Variancia real= 4x10°®
1. Variancia intervalar = [3.999959840001604X10_6, 4.000040160001606X10_6]

Nos resultados acima observa-se que o valor real esta contigo na solucéo intervalar. A seguir
verifica-se a qualidade do intervalo solugdo através das medidas do Diametro e dos erros
Absoluto e Relativo (Equaces (1) e (2)):

e Diémetro do intervalo = 8.03200000017x10™"*
e Erro Absoluto= 1.60512743505x10° < 4.01600000008x10™*
e Erro Relativo = 1.60512743505x10™*® < 4.01600000008x10™*

Considerando os resultados das medidas de qualidade, pode-se afirmar que a extens&o
intervalar definida para a varidncia da distribuicdo Exponencial possui intervalo solugdo com
qualidade, o que garante uma boa representacdo e exatidao em relacdo ao valor real.

3.2 EXEMPLO 2: DISTRIBUICAO DE PARETO

Numa populagédo os ingressos séo distribuidos segundo uma distribui¢do de Pareto, com
0=9.42 ¢ = 1524. Calcule a sua variancia.
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Solucdo: Pelas equacBes (9) e (10) calcula-se a variancia real e intervalar para a
distribuicdo Exponencial, obtendo:

I.  Variancia real= 41590.3666032
Il.  Variancia intervalar = [41590.16706562708, 41590.56614185515]

A seguir pode verifica-se a qualidade do intervalo obtido acima, através do Diametro, Erro
Absoluto (Equacdo(1)) e Relativo(Equacao(2)):
e Diametro do intervalo = 0.399076228074
e Erro Absoluto= 5.51663106307x10" < 0.199538114037
e Erro Relativo = 1.32642039819x10™"" <= 4.79772331094x10°®
Pelos resultados observa-se que o valor real obtido esta contido no intervalo solugdo. Sendo
este um resultado com qualidade, em que pode ser comprovado através das medidas de
qualidades acima.

3.3 EXEMPLO 3: DISTRIBUICAO UNIFORME

Seja X com uma distribuicdo continua uniforme no intervalo [1,5; 5,5]. Determine sua
variancia.

Solucdo: A distribuicdo Uniforme utiliza como parametros de calculo os extremos de
seu intervalo como pode ser verificado nas Equacbes (14) e (15). Toma-se a = 1.5 e b =
5.5,0btendo assim os seguintes resultados.

I.  Variancia real= 833.333333333
Il.  Variancia intervalar = [833.3323055564451, 833.3343611120011]

Observando o intervalo solucdo obtido, verifica-se que o valor real calculado esta contido no
intervalo. A fim de garantir que o intervalo encontrado tem boa qualidade, utiliza-se as medidas
de qualidade a sequir:

e Diametro do intervalo = 0.00205555555601
e Erro Absoluto= 8.89826878847x10™° < 0.00102777777801
e Erro Relativo = 1.06779225462x10™% <= 1.23333485472x10°

De fato o intervalo, constata-se que o intervalo solucdo possui boa qualidade e também
encapsula o valor real. Com isto verifica-se que a expressdo intervalar da Variéncia da
Distribuigdo Uniforme obtém resultados com exatiddo méxima.

Todos os calculos acima foram realizados em um computador com as seguintes
configuragdes, processador Intel® Intel® Core™2 Quad CPU Q8300 @ 2.50GHz x 4, L1
Cache 4 x 32Kb, Cache L2 4Mb, Meméria RAM de 4GB DDR3 1333MHz, armazenamento
HD Sata 160 GB GB modelo ATA Samsung HD502HJ, placa gréfica onboard Intel® G33
x86/MMX/SSE2, sistema operacional openSUSE 13.1.

Observando o calculo das medidas de qualidade dos exemplos de cada distribuicdo
verifica-se que as mesmas apresentaram-se satisfatorias, uma vez que mantiveram o intervalo
solucdo confiavel. Por fim o controle e automatizacdo de erros fornecidos pelo uso de intervalos
oferecem garantias de exatiddo a cada resultado alcangado.

4 CONCLUSAO

Tendo como objetivo a maior exatiddo em célculos computacionais e também a necessidade
de controlar a propagacdo dos erros durante todos os processos que envolvem o calculo, 0 uso
da aritmética intervalar torna-se importante na qualidade dos resultados atingidos, uma vez que
os intervalos garantem a sua incerteza.

Dentro do estudo de fungdes de densidade de Probabilidade a variancia, conjuntamente com
outros indicadores estatisticos, serve para descrever com maiores detalhes a populacéo estudada.
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Sabendo que os calculos sobre probabilidade normalmente ndo utilizam nameros inteiros, os
erros gerados no decorrer do processo tornam-se preocupantes, uma vez que ndo ha garantidas
que o resultado alcangado € exato.

O objetivo deste trabalho foi mostrar a importancia de trabalhar com intervalos na
computacdo da variancia das funcGes de densidade de probabilidade com distribuicbes
Exponencial, Pareto e Uniforme. A partir dos métodos de extensdo intervalar e das funcdes reais
da variancia de cada distribuicéo, foi viabilizado uma expressao que encapsule o valor real e que
seja operada pelas propriedades da matematica intervalar. Através de todos os exemplos de cada
distribuicdo de probabilidade constatou-se a qualidade dos intervalos obtidos atraves das
medidas de qualidade.

Como trabalhos futuros pretende-se realizar o0 mesmo método para a variancia das demais
distribuicBes de probabilidade presentes da literatura, também das sequéncias no calculo de
valor esperado das distribuicdes. Realizando também a analise de qualidade de todos os
resultados obtidos através das medidas de erro Absoluto e Relativo.
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