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Flambagem é um fendmeno de instabilidade que ocorre em elementos estruturais esbeltos submetidos a
carregamento de compressdo. A flambagem elastica é caracterizada por uma repentina deflexao lateral do
membro estrutural esbelto, quando a carga critica de flambagem ¢é atingida. Em colunas a flambagem
elastica é considerada o colapso da estrutura. O objetivo desse trabalho é apresentar trés diferentes
modelos computacionais para tratar a flambagem elastica de colunas. O software ANSYS, que é baseado
no Método dos Elementos Finitos (MEF), foi adotado para desenvolver esses modelos, empregando os
elementos BEAM189, SHELL93 e SOLID45. As condi¢Bes de contorno e a carga compressiva devem ser
aplicadas de maneira especifica em cada modelo, dependendo das caracteristicas do elemento finito.
Diferentes condi¢fes de contorno foram consideradas para cada modelo numérico. Para realizar a
verificacdo desses modelos, a solucdo analitica para essas condi¢es de contorno foram usadas. Todos 0s
resultados numeéricos obtidos estdo em concordancia com os analiticos, sendo a maior diferenca
encontrada de 2,83 %. Além disso, as formas flambadas das colunas obtidas numericamente também
estdo de acordo com as configuragdes tedricas. A vantagem para 0 uso dos modelos computacionais
desenvolvidos com os elementos finitos SHELL93 e SOLIDA45 ¢é a possibilidade de analisar colunas com
furos ou com geometrias complexas.

Palavras-Chaves: Flambagem, Carga Critica, Simulacdo Numérica

Buckling is an instability phenomenon which occurs in slender structural members subjected to
compressive load. The elastic buckling is characterized by a suddenly lateral deflection of the slender
structural member, when the critical load is reached. In columns the elastic buckling is considered the
collapse of the structure. The goal of this work is to present three different computational models to
analyze the elastic buckling of columns. The software ANSYS, which is based on the Finite Element
Method (FEM), was adopted to develop these models, employing the elements BEAM189, SHELL93 and
SOLID45. The boundary conditions and compressive load must be applied in a specific way for each
model, depending of the finite element characteristics. Different boundary conditions were considered for
each numerical model. In the verification of these models, the analytical solutions for these boundary
conditions were used. All the numerical results obtained are in agreement with the analytical ones, being
the higher difference encountered of 2.83 %. Besides, the columns buckled shapes numerically obtained
are also in agreement with the theoretical configurations. The advantage of the use of computational
models developed with SHELL93 and SOLIDA45 finite elements is the possibility of analyzing columns
with holes or with complex geometries.
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1. INTRODUCAO

Sempre que se projeta um elemento estrutural, é necessério que ele satisfaga requisitos
especificos de resisténcia, deflexdo e estabilidade [1]. O foco desse trabalho esta relacionado a
um fendmeno de instabilidade estrutural chamado flambagem. Uma estrutura elastica estavel
sera submetida deslocamentos proporcionais ao carregamento aplicado: um pequeno aumento
no carregamento ocasionard um pequeno aumento no deslocamento. Portanto a instabilidade
estrutural acontece quando um pequeno incremento no carregamento causa um grande
deslocamento na estrutura [2].
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Em elementos estruturais sujeitos & compressdo, sendo estes esbeltos e compridos, a carga
podera ser grande o suficiente para provocar uma deflexdo lateral: a flambagem. A flambagem
de uma coluna pode resultar na falha repentina de uma estrutura ou mecanismo e por isso deve-
se evitar que esse fendmeno de instabilidade estrutural aconteca [1]. Para isso é necessario
conhecer a carga critica de flambagem da coluna, que pode ser entendida como a carga axial
méaxima que o componente estrutural pode suportar quando esta na iminéncia de flambar, ou
seja, qualquer carga adicional provocara deflexao lateral.

A carga critica de uma coluna pode ser determinada experimentalmente, analiticamente ou
numericamente. O objetivo do presente trabalho €é apresentar trés diferentes modelos
computacionais para a determinacdo da carga critica de colunas. Para isso foi empregado o
software ANSY'S, que € baseado no Método dos Elementos Finitos (MEF), sendo a verificagdo
dos modelos desenvolvidos feita através da comparagao entre o resultado numérico e a solucéo
analitica. A diferenca entre os trés modelos computacionais propostos consiste no tipo de
elemento finito empregado na discretizagdo do problema. Elementos finitos tipo viga
(BEAM189), casca (SHELL93) e solido (SOLID45) foram usados, dando origem aos trés
modelos computacionais desenvolvidos.

2. FLAMBAGEM DE COLUNAS

As colunas esbeltas quando submetidas a compressao estdo sujeitas a ocorréncia de um tipo
de comportamento mecanico conhecido como flambagem. Enquanto a carga sobre esse membro
é relativamente pequena, a coluna fica submetida a uma tensdo de compressao e
consequentemente a uma deformacdo axial. Porém, existe um valor critico para esse
carregamento de compressdo no qual a coluna repentinamente sofre uma deflexdo lateral,
ocorrendo a flambagem e dando origem a grandes deformacgdes que causam o colapso da
coluna. Portanto, essa carga critica a partir da qual a flambagem ocorre é um critério de projeto
gue deve ser considerado para colunas, uma vez que a intensidade dessa carga hormalmente é
muito menor que a necessaria para atingir a tensdo de escoamento do material [3]. Em outras
palavras, de acordo com Hibbeler [1], a carga critica é a carga axial maxima que uma coluna
pode suportar antes de ocorrer a flambagem. Qualquer carga adicional provocara flambagem na

coluna, conforme mostra a Figura 1.
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Figura 1: Coluna sob Flambagem [1].

Para compreender melhor esse tipo de instabilidade, é interessante considerar um mecanismo
formado por duas barras sem peso, rigidas e acopladas por pinos nas duas extremidades
conforme Figura 2.
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A

Figura 2: Modelo formado por um mecanismo de barras [1].

Observando a Figura 2, nota-se que inicialmente as barras estdo perfeitamente alinhadas e
submetidas a uma pequena forga compressiva (Figura 2a), estando o sistema em equilibrio
enquanto ndo ocorrerem perturbagdes. Porém, se o ponto A for ligeiramente deslocado para
direita, de maneira que cada barra forme com a vertical um pequeno angulo & em relacéo a
posicéo inicial (Figura 2b), é possivel afirmar que ocorreu uma perturbagdo no sistema. Entéo,
se apods este deslocamento do ponto A o sistema retornar a posi¢do de equilibrio este é chamado
de estavel:

P<k—L

D
condicdo na qual a forga desenvolvida pela mola seria adequada para devolver as barras as suas
respectivas posicoes verticais. Caso o sistema continue se movendo para fora da posicdo de
equilibrio, o sistema é chamado de instavel:

P>k—L

)
e, portanto, 0 mecanismo tenderd a sair do equilibrio e ndo retornar & sua posi¢do original. A
Gltima possibilidade é que ocorra um equilibrio neutro:

_k_

P4 P

(©)
e nesse caso o valor da carga P representa o valor da carga critica (P.,). Fisicamente o valor de
P.. define a carga sob a qual o mecanismo esta na iminéncia de sofrer flambagem.

Com base no exposto é possivel entdo definir a carga critica para uma coluna ideal com
apoios de pinos ou birrotulada (Figura 3).

A carga P (Figura 3a) poderia ser aumentada até que o limite de escoamento ou de
ruptura do material do qual a coluna é fabricada fosse alcancado. Entretanto, quando a carga
critica P, € atingida, a coluna esta no limite de tornar-se instavel. Qualquer pequena reducgdo de
P para um valor menor que P, permite que a coluna fique reta e qualquer aumento de P para um
valor maior que P, provoca aumento adicional da deflexdo lateral. O fato da coluna
permanecer estavel ou tornar-se instavel, quando submetida a carga axial de compressao,
depende de sua habilidade de restauracdo que, por sua vez, é baseada em sua resisténcia a
flex&o.
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Figura 3: Flambagem de uma coluna com apoios de pinos [1].

Entdo, para determinar a carga critica e a forma de flambagem da coluna, é necessario
aplicar a equacgéo diferencial da linha eléstica que relaciona 0 momento fletor interno da coluna
e sua forma fletida (Figuras 3d e 3e):

2 2

EluzM(x)z—Pv ou M+ﬂ=0

dx? dx* El
onde: E é 0o modulo de elasticidade do material da coluna (N/m2); | é o momento de inércia da
secéo transversal da coluna (m*); M é o momento fletor interno na coluna (N-m), obtido através
do método das secBes (Figura 3e); P é carga aplicada na coluna (N); e v é deflexdo lateral da
coluna (m). A Equacdo (4) é uma equacdo diferencial homogénea de segunda ordem com
coeficientes constantes. Sua solucéo geral é dada por:

v:Clsen[\/Ex}rC2 cos(\/ExJ (5)
El El

sendo C; e C, constantes de integracdo determinadas pelas condi¢cbes de contorno nas
extremidades da coluna (Figura 3a), que sdo: v=0em x =0, obtendo C, =0;ev=0emx=1L
definindo:

P
Clsen[\/;LJ_O (6)

A solucdo trivial para a Equacdo (6) seria C; = 0, porém nesse caso a deflexdo seria nula
(v = 0) para qualquer carga P aplicada. Por isso é necessario impor uma solugdo ndo trivial:

P
sen(\/;Lj_O (7)

A Equacdo (7) é satisfeita se:

2_2
/%L:nﬂ' ou  p=l ’IT_ZE' (n=1,23..) (@)

Na Equacéo (8), n representa o nimero de semi-ondas na forma fletida da coluna e o0 menor
valor de P é obtido para n = 1, definindo a carga critica para uma coluna birrotulada, também
chamada de carga de Euler, que é dada por:

2
P =T 7

(4)

9)
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Se um procedimento analogo ao empregado na determinagdo da carga critica de Euler for
usado para colunas com outros tipos de condicdo de vinculacdo em suas extremidades, é
possivel obter analiticamente suas cargas criticas. Na Figura 4 sdo apresentadas diferentes
condi¢des de vinculagdo para uma coluna e suas respectivas equagdes para a carga critica.

(a) Coluna birrotulada (b) Coluna engastada-livre (¢) Coluna biengastada (d) Coluna engastada-rotulada
22El _m2El 4m2El 2.046 72 El
l P,= Iz Py = wT7a P= B Pe= +
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Figura 4: Carga critica em colunas com diferentes tipos de condicdo de vinculagéo [4].

3. MODELOS COMPUTACIONAIS

Como antes mencionado, nesse trabalho foram desenvolvidos trés modelos computacionais
para tratar a flambagem de colunas. Fundamentalmente esses modelos diferem no tipo de
elemento finito empregado. O primeiro modelo, que emprega o elemento finito tipo viga
(BEAM189), foi baseado em material publicado pela University of Alberta [5] que propds um
modelo computacional no software ANSYS para a coluna birrotulada. Entdo, a partir desse
primeiro modelo computacional, outras condicdes de vinculagdo foram também consideradas no
presente trabalho (ver Figura 4). Além disso, foram desenvolvidos dois novos modelos
numéricos empregando elementos finitos tipo casca (SHELL93) e sélido (SOLIDA45).

Nos trés modelos computacionais para a flambagem de colunas foi adotada a analise elastica
de autovalores. As equacfes de equilibrio por elementos finitos para este tipo de analise
envolvem a solucdo de equacgdes algébricas homogéneas cujo autovalor mais baixo corresponde
a carga critica de flambagem e o autovetor associado representa 0 modo primario de flambagem

[5].

A formulacdo utilizada na anélise numérica inclui tanto os termos lineares como 0s néo-
lineares. Assim, a matriz de rigidez total [K] ¢ obtida pela soma da matriz de rigidez

convencional para pequenas deformacoes, [KE ] com a matriz de rigidez geométrica, [KG ] A
matriz [KG ]depende ndo s6 da geometria, mas também do esforgo interno existente no inicio do

carregamento, {PO } Entdo, a matriz de rigidez total da coluna para um nivel de carga {PO} pode
ser escrita como [6]:

[K]=[Ke]+[Ke] (10)

Quando a carga atinge o nivel de {P,}=A{P,}, onde 4 é um escalar, a matriz de rigidez pode
ser definida como:

[K]=[Ke]+A[K ] (11)

sendo A um escalar. As equacdes de equilibrio governantes para a coluna podem ser escritas
como:

[Ke ]+ 2K U j=2{R;) (12)

sendo {U } o0 vetor de deslocamento total, que pode, portanto, ser determinado por:
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U=l ]+ Al I AR} (13)

Na flambagem, o componente estrutural apresenta um grande crescimento nos
deslocamentos sem crescimento da carga. Por definicdo matematica é possivel determinar a
matriz inversa como a matriz adjunta dividida pelo determinante dos coeficientes, entdo os
deslocamentos {U} tendem a infinito quando:

det[[K. ]+ A[K ]]=0 (14)

A Equacéo (14) representa um problema de autovalores, que quando resolvido gera 0 menor
autovalor, que corresponde a carga critica {P }=21{P0} em que ocorre flambagem. Além

Cl
disso, o vetor de deslocamento associado {U} define a forma do modo de flambagem. O
problema de autovalores € resolvido usando o método numérico de Lanczos [7].

3.1 Modelo computacional com o elemento BEAM189

O elemento BEAM189 do software ANSYS possui formulagdo baseada na teoria de vigas de
Timoshenko, onde as deformacdes devido aos esforgos de cisalhamento sdo consideradas. Ele é
um elemento de viga, quadratico, tridimensional, com trés nds (Figura 5). Cada n6 possui seis
graus de liberdade, sendo trés translagdes em x, y e z e trés rotacGes em torno desses eixos [7].

O dominio computacional é representado simplesmente por uma linha reta que deve possuir
0 mesmo comprimento (L) da coluna que se deseja simular numericamente. A geometria e as
dimensfes da secdo transversal da coluna séo definidas no menu Sections do software ANSY'S.
J& as condicBes de contorno, de acordo com o tipo de vinculacdo desejado, e o carregamento
devem ser aplicados diretamente nos nos superior e inferior do dominio computacional.

7 J‘“@

Figura 5: Elemento BEAM189 [7].

3.2 Modelo computacional com o elemento SHELL93

O elemento SHELL93 é indicado para modelar superficies do tipo casca, possuindo oito n6s
e integracdo reduzida (Figura 6). Esse elemento tem seis graus de liberdade por no: trés
translaces nas direces dos €ixos X, y e z e trés rotagdes em torno dos eixos x, y e z [7].

ELg

7
Triangular Option
4

Figura 6: Elemento SHELL93 [7].

Nesse modelo, o dominio computacional também deve ter o0 mesmo comprimento da coluna
a ser analisada. Entretanto a geometria e as dimensdes da secdo transversal da coluna deverdo
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ser representadas por superficies. Deve-se ainda informar a espessura das paredes da coluna, ou
seja, a espessura que sera considerada no elemento SHELLO93, através do comando Real
Constants. Além disso, como existem varios nos localizados nas extremidades do dominio
computacional, e ndo somente um como no modelo anterior, as condigdes de contorno e as
cargas devem ser aplicadas individualmente a cada um desses nés.

3.3 Modelo computacional com o elemento SOLID45
De acordo com [7], o elemento SOLID45 é um elemento finito tridimensional utilizado para
a modelagem de estruturas sélidas, possuindo oito nds e tendo trés graus de liberdade em cada

um: translacdes nas direcGes x, y e z (Figura 7).
M .op
o

]
Prigm Option

Elemen! coordinate
system (shown for
KEYOPTid)=1)

Tetrahedral Dpbion -
- { not recommended
X

Surface Coordinate System

Figura 7: Elemento SOLID45 [7].

Para esse modelo numérico é necessario que o dominio computacional seja construido de
maneira a representar completamente a coluna que se deseja analisar. Portanto, 0 comprimento
da coluna, a geometria e as dimensfes de sua se¢do transversal devem ser reproduzidas o mais
fielmente possivel. Assim como no modelo desenvolvido com o elemento SHELL93, as
condi¢bes de contorno e as cargas devem ser aplicadas individualmente nos diferentes nds
gerados nas extremidades do dominio computacional.

4. RESULTADOS E DISCUSSAO

Um estudo de caso foi realizado considerando uma coluna de aco A-36 com modulo de
elasticidade E = 210 GPa e coeficiente de Poisson v = 0,3, com 9 m de comprimento e
possuindo a secdo transversal indicada na Figura 8. Com cada modelo computacional
desenvolvido duas diferentes condi¢Ges de vinculagdo da coluna foram consideradas. Além
disso, os resultados numéricos obtidos serdo comparados com os resultados analiticos
apresentados na secdo 2. Essa comparacdo entre as solugdes numeéricas e analiticas para a
flambagem da coluna servira como verificagdo dos modelos computacionais desenvolvidos
nesse trabalho.

f—— 200 mm

# 10 mm

L0 mm 150 mm

1
o 10 mim

Figura 8: Sec¢do transversal da coluna [1].

Considerando a Figura 4, para a coluna birrotulada a carga critica de flambagem obtida
analiticamente ¢ P{* =340,32 kN; para a coluna engastada-livre ¢ P =85,07 kN; para a

coluna biengastada é Pc(rc) =1370,00 kN; e para a coluna engastada-rotulada a carga critica
analitica é P =696,30 kN.
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4.1 Verificacdo do modelo computacional com o elemento BEAM189

Considerando a coluna como birrotulada, as condi¢6es de contorno foram aplicadas nos nés
extremos da coluna. No né com coordenadas (0,0,0) foram restringidas as translacbes em x, y e z
e as rotacGes em torno de x e y. E no né com coordenadas (9,0,0) as translacdes em y e z e as
rotacbes em torno de x e y foram restringidas, e também foi aplicada a carga compressiva
unitaria (Figura 9a). O dominio computacional foi discretizado com trés elementos e a
configuracdo flambada da coluna pode ser observada na Figura 9b. A solugdo numérica
determinou uma carga critica P, = 342,16 KN que em comparacdo com a solucdo analitica
apresenta uma diferenca de 0,54 % foi encontrada.

Figura 9: Coluna birrotulada: (a) dominio computacional e (b) configuracéo flambada.

Foi também analisada a coluna biengastada, que cujas condi¢es de contorno no né de
coordenadas (0,0,0) foram restringidas as translacfes na direcGes X, y e z e as rotacGes em torno
dos eixos x, y e z. Ja no né de coordenadas (9,0,0) sdo restringidas a translagdes nos eixos x e y e
as rotacOes em torno dos eixos X, y e z. Nesse no é também aplicada a carga de compressao de
1 N (Figura 10a). Aqui a coluna foi discretizada com cinco elementos e a forma assumida apds a
flambagem é apresentada na Figura 10b.

Foi obtido um resultado numérico para a carga critica de P, = 1360,00 kN possuindo
uma diferenca de 0,74% da solucéo analitica.

4.2 Verificacdo do modelo computacional com o elemento SHELL 93

Aqui, novamente uma coluna birrotulada sera analisada. Para a aplicacdo das condicdes de
contorno, 0s nos centrais das extremidades do dominio computacional (detalhes em vermelho na
Figura 11) podem possuir restricdes diferentes das aplicadas aos demais nos (detalhes em
amarelo na Figura 11). Nos nos centrais da extremidade inferior da coluna (em x = 0) séo
restringidas as trés translagbes (ux = uy, = u, = 0) e duas rotagdes (r, = ry = 0), enquanto nos
demais nos é considerado u, = u, = r, = ry = 0. Ja na extremidade superior da coluna (em x =
9 m) em cada n6 € imposto u, = u, = r, = r, = 0 e aplicada uma carga compressiva de -1/6 N. Foi
gerada uma malha regular com elementos finitos quadrilaterais com tamanho caracteristico de
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40 mm. Assim, o modelo computacional empregando o elemento SHELL93 gerou um resultado
de P, = 340,24 kN com um diferenca de apenas -0,02 % em relagdo a carga critica analitica.

Figura 11: N6s na juncao entre abas e alma da coluna.

Foi também simulada numericamente a coluna com vinculagéo engastada-livre. Nos seis n6s
da extremidade inferior (x = 0) foram restringidas todas as translagdes e rotagdes, enquanto nos
nos da extremidade superior (x = 9 m) somente a carga de -1/6 N foi aplicada. A mesma
discretizacdo do caso anterior foi adotada. A carga critica obtida numericamente foi de
P.r = 85,31 kN que em comparagdo com a solucdo analitica apresenta uma diferenca de 0,28 %.

4.3 Verificagdo do modelo computacional com o elemento SOLID45

Empregando o modelo computacional desenvolvido com o elemento SOLID45, inicialmente,
foi considerada uma coluna engastada-livre. A aplicacdo das condi¢Ges de contorno na
extremidade inferior da viga (x = 0) foi realizada na &rea da secdo transversal (Figura 11a)
impedindo todas as translacGes e rotacdes. Na outra extremidade (x = 9 m) somente a carga de
compressdo de -1/2 N foi aplicada nos nos centrais destacados na Figura 11b. A discretizacdo do
dominio computacional foi realizada com elementos tetraédricos com tamanho caracteristico de
20 mm. O resultado numérico para a carga critica foi de P., = 87,48 kN que comparado com a
solucéo analitica apresenta uma diferenca 2,83%.

Figura 11: Dominio computacional: (a) aplicacio das vinculaces e (b) aplicacdo da carga

Por fim foi estudada a coluna com vinculacdo engastada-rotulada. Como no caso anterior foi
considerado restringido os movimentos de translacéo e de rotacdo na area da secéo transversal
da extremidade inferior (x = 0) da coluna (ver Figura 11a). J& na outra extremidade (X = 9 m),
somente 0os movimentos de translacdo em y e z e as rotacBes em torno de x e z foram
restringidos. Além disso o carregamento foi aplicado em 12 nos, conforme indicado na Figura
12, com magnitude igual a -1/12 N em cada um deles. A mesma discretizacdo do caso anterior
foi usada. O resultado numérico obtido foi de P, = 705,29 kN, possuindo uma diferenca 1,39 %
em relacdo a solucdo analitica. x
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Figura 12- Distribuicdo do carregamento
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5. CONCLUSAO

Este trabalho apresentou trés diferentes modelagens computacionais para simular
numericamente o problema da flambagem elastica em colunas. Esses modelos foram
desenvolvidos no software ANSY'S, que é baseado no Método dos Elementos Finitos (MEF). A
diferenca entre os modelos estd justamente no tipo de elemento finito empregado na
discretizacdo do dominio computacional, originando diferencas na constru¢cdo do dominio
computacional, na imposigdo das condic¢des de contorno e na aplicacdo do carregamento.

Os elementos finitos BEAM189, SHELL93 e SOLID45 foram usados, permitindo
reproduzir diferentes condi¢des de vinculacdo da coluna. Todos os modelos computacionais
apresentaram resultados satisfatorios na determinacdo da carga critica de flambagem da coluna
bem como na defini¢do da configuracdo flambada da coluna. Esses resultados numéricos foram
comparados com resultados analiticos consagrados para esse tipo de problema de mecénica dos
materiais. A diferenca maxima encontrada foi de 2,83 % o que verifica 0os modelos
computacionais desenvolvidos.

Cabe destacar que os modelos computacionais desenvolvidos com os elementos SHELL93 e
SOLID45 permitem a andlise de situagbes praticas onde colunas que possuam sec¢des
transversais com geometrias complexas ou que possuam furos. Para esses casos, normalmente,
ndo existem solugdes analiticas e analises experimentais podem se tornar muito onerosas, sendo
a simulagdo numérica uma alternativa confidvel para a analise do comportamento mecéanico
dessas estruturas.

Em trabalhos futuros o modelo computacional que adota o elemento SHELL93 ser& usado
para analisar a flambagem elastica de colunas com furos, uma vez que 0 mesmo permite
analises com geometrias de maior complexidade, como comentado anteriormente, com um
tempo de processamento menor se comparado aoc modelo computacional que emprega 0
elemento SOLIDA45.
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