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Neste trabalho estudou-se a influéncia de impurezas ndo magnéticas temperada sobre 0 modelo XY numa
rede Kagome. Esse estudo foi realizado utilizando o método de Monte Carlo hibrido e teoria de escala de
tamanho finito para estimar os pontos de transicdo BKT com boa precisdo. O diagrama de transi¢do de
fase obtido apresenta uma regido de ordem topolégica de uma regido desordenada, separadas por uma
linha de transicdo BKT. A declividade inicial da temperatura com a dilui¢do apresentou um valor superior
a encontrada para rede quadrada.
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Study of the XY diluted model in Kagome lattice by Monte Carlo simulation.

The present investigation assessed the influence of quenched non-magnetic impurities over XY model in
Kagome lattice. This study was performed using the Monte Carlos method and finite size scale theory in
order to estimate BKT transition points with accuracy. The phase transition diagram obtained exhibits a
region of topological order and a disordered region separated by a BKT transition line. The initial slope of
the temperature with dilution outperformed value found for the square lattice.
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1. INTRODUCAO

O modelo XY representa uma classe de problemas cujo pardmetro de ordem apresenta
simetria rotacional no plano. Sendo, portanto, utilizado para descrever problemas ligados a
superfluidez, a supercondutividade e também uma classe de materiais magnéticos 2%, O
modelo XY foi introduzido por Matsubara e Matsuda ™ para estudar o fenémeno da
superfluidez do “He. Desde entdo ele tem sido muito investigado tanto do ponto de vista teérico
como experimental .

Em duas dimensBes o0 modelo XY apresenta uma transicdo de fase do tipo Berenzinskii-
Kosterlitz-Thouless (BKT). A transicdo BKT é uma transicao topoldgica de ordem infinita 72,
Esta tem sido estudada utilizando a rede quadrada e na rede triangular. Nessas redes ha
trabalhos analiticos e de simulagdo computacional 1.

A rede Kagome possui 0 mesmo nimero de coordenagdo da rede quadrada, mas diferente
dessa, cada vizinho tem outro vizinho em comum. Assim, a rede de Kagome apesar de
apresentar 0s mesmos expoentes criticos da rede quadrada, apresenta temperatura de transicdo e
concentragdo de percolacdo diferentes. A rede de Kagome tem sido muito utilizada em estudos
de gelos de spin, devido a sua frustracdo geométrica em modelos antiferromagnéticos . A
compreensdo de suas propriedades pode, portanto, ajudar a elucidar problemas distintos.

A influéncia da desordem é outro fator muito investigado, pois esta altera significativamente
diferentes quantidades termodindmicas. Por outro lado, argumentos baseados na teoria de escala
predizem que quando o expoente critico do calor especifico € negativo para um sistema puro,
uma desordem temperada ndo deve alterar os pontos fixos desse sistema. Esse argumento é
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conhecido como critério de Harris 2. Nesse caso, o comportamento critico do sistema
desordenado serd governado pelos pontos fixos e pela classe de universalidade do caso puro.
Partindo desse critério, a desordem ndo afetard os expoentes criticos do modelo XY
bidimensional. No entanto, a transicdo de fase desse modelo é do tipo BKT, o que torna
interessante essa investigacao.

Atualmente, ha pouco estudo sobre a desordem no modelo XY aplicado a rede Kagome. A
auséncia de resultados em simulacdo computacional motivou o desenvolvimento dessa pesquisa.
Assim, nesse trabalho realizou-se um estudo extensivo do modelo XY com dilui¢do por sitio
numa rede Kagome.

2. MODELO E SIMULAGCAO

» 2 15 18

Figura 1: Representacdo esquematica da rede Kagome. Os nimeros dentro dos circulos representam a
posi¢ao do sitio no vetor utilizado na simulagéo

A rede de Kagome foi modelada utilizando um vetor unidimensional, os vizinhos de cada
sitio s&o determinados através das relagdes apresentadas na figura 1. Diferente da rede quadrada
gue possui 0 nimero total de sitios igual a L2, onde L é a dimensdo linear do sistema, na rede
utilizada o nimero total de sitios € igual a 3L2. Isso ocorre porque a rede de Kagome nao é uma
rede de Bravais, sendo essa a melhor forma de implementar a simulag&o.

O hamiltoniano do problema em estudo é descrito por

H=—JY e [S:S7+58)].
{L.7)
onde S; ¢ um vetor de spin classico tridimensional com S°= (S*)?+(S")*+(S%)?=1, o somatdrio é
executado sobre todos os pares de primeiros vizinhos na rede Kagome, e € é uma variavel
aleatoria descorrelacionada do tipo temperada, que representa a existéncia de duas classes de

particulas no sistema, as particulas magnéticas (g=1) e as ndo magnéticas (&=0).

As variaveis g obedecem a seguinte distribui¢do de probabilidade
P(g,)=pé(s, =D +qb(s) ,

onde p é a concentracdo de sitios magnéticos e q=1-p é a concentracdo de impurezas, tal que
p=1 corresponde ao sistema puro.
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O primeiro passo da simulagdo é gerar uma amostra aleatéria € ={ ¢, , €, &5 ... ,en}. Para
isso é utilizado um algoritmo de Monte Carlo que sorteia p x 3L? sitios da rede e os preenche
com g=1, preenchendo o restante dos sitios com g=0. Assim, para cada configuracdo de
concentragdo p, temperatura T e tamanho de rede L sdo geradas diferentes amostras aleatorias
sendo { € } o conjunto de todas amostras aleatdrias.

A simulacédo propriamente dita foi realizada utilizando um algoritmo de Monte Carlo Hibrido
consistindo de um passos do algoritmo Metropolis (M), um passo de uma versao ndo ergodica
do algoritmo de Wolff (W)™ e um passos do algoritmo de Superrelaxacdo a energia
configuracional constante (O)!***°!. Este é considerado entdo um passo de Monte Carlo Hibrido
(MCS). Esta configuracdo de passos que compde o algoritmo de Monte Carlo Hibrido foi
escolhida com base nos resultados de Krech e Landau™™. Com essa configuracéo eles obtiveram
boa reducéo das correlagfes entre as sucessivas configuracdes de spin. Para toda configuracéo é
realizado 5x10* MCS. O tamanho da rede varia de L=20, 40, 60, 80 e 100. Estes valores foram
escolhidos para que pxL* fosse um ndmero inteiro.

As quantidades termodinamicas calculadas foram a magnetizagdo, a susceptibilidade no
plano e o cumulante de Binder. Elas sdo representadas respectivamente nas equagoes

M, =M+ M’

c,= 3|_2<Mxy2>+ <Mxy>2
Xy T

Ux= 1- <MXY4>
4 <Mxy2>2

onde a temperatura T é dada em unidades de J/kg, sendo kg a constante de Boltzmann, e para o
cumulante de Binder é utilizado somente a componente X, por esta ter se mostrado mais
apropriada para esse modelo ™,

Para estimar a temperatura de transicdo BKT a partir da simulagdo computacional foram
utilizadas duas quantidades termodinamicas, a primeira é o modulo de helicidade *° %2, Essa
quantidade apresenta um salto no valor 2T/z a zero na temperatura de transicdo BKT para o
sistema de tamanho infinito ©!. Ja em sistemas de tamanho finito o médulo da helicidade
apresenta uma relacéo dada por 22!

r=2
w

|

N 2In(L)+¢ ]
onde ¢ é uma constante ndo universal. Embora essa equacao tenha sido obtida considerando o
caso em que ndo ha impurezas, espera-se que sua extensdo ao caso impuro seja valida.
Argumentos baseados na aproximagdo harmdnica auto consistente mostram que o moédulo da
helicidade em 2T/x deve ser independente da concentragdo de impurezas !,

A segunda quantidade termodindmica utilizada para estimar a temperatura de transicéo foi a
susceptibilidade magnética. Segundo a teoria de escala de tamanho finito na transicdo de fase
BKT ela apresenta uma dependéncia com o tamanho da rede dada pela relagéo *®

x=al?" 1-b0 ,

onde a e b sdo constantes ndo universais, 7 é 0 expoente da funcéo de correlacdo e Q é dado por

7’ s
Qm-FO[lH(L) ]

sendo u é uma outra constante ndo universal. Uma vez que na temperatura de transicdo o
expoente z possui um valor bem estabelecido de #(Ts«r ) = 1/4 ¥ é possivel alcancar bom

. c
resultado fazendo b=0, ou seja, buscando o ponto de cruzamento das curvas de g para

diferentes tamanhos de rede.
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3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Na figura 2, podem-se observar as curvas do modulo da helicidade como funcdo da
temperatura para diferentes tamanhos de redes. A temperatura de transicdo foi obtida do
cruzamento da curva do mddulo de helicidade com a reta 2T/z. No detalhe da figura observa-se
gue o ponto de cruzamento depende do tamanho da rede. Cada ponto de cruzamento define uma
temperatura de transicdo de um sistema finito, ou seja, define uma Tekr(L). ESsas temperaturas
estdo apresentadas na figura 3 para os diferentes valores de L simulado.
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Figura 2: Curva do médulo de helicidade como funcdo da temperatura para diferentes tamanhos de rede.
O cruzamento das curvas apresentado no detalhe da figura localiza o ponto de transicdo BKT do sistema

finito.
0,67 I T T T | T T T I T T T I T T T |
[ o ]
0668 [ \ -
0,666 |- i
= - 1
E 0,664 | i i
@ \
& - .. .
0,662 |- o
- ‘.\ -
0,66 |- -
= \,.“‘-‘- -
O 658 L I 1 1 1 I 1 1 1 I 1 1 1 I 1 1 1 -\Y ]
20 40 60 80 100
L

Figura 3: Temperatura de transicdo BKT para diferentes tamanhos de rede.

Para estimar a temperatura de transi¢cdo do sistema no limite termodindmico tomando como
base a temperatura do sistema finito, necessitamos utilizar a relagcdo aproximada obtida da teoria

de escala de tamanho finito *1, dada pela relagio Ty, (L) p L' To (L) u L sendo v=-1/2.
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Na figura 4 estd apresentada a extrapolacdo da temperatura de transicdo. A melhor estimativa
para a temperatura de transicdo é entdo a média das temperaturas obtidas pela susceptibilidade e
pelo médulo de helicidade. A temperatura obtida apresentou erro na quarta casa decimal e uma
boa exatiddo, o que sugere um bom resultado diante da dificuldade de calcular a temperatura de
transicdo BKT de um sistema utilizando redes finitas. Pois as caracteristicas da transi¢do nessas
redes tendem a se assemelharem a transicdo de segunda ordem numa posicdo deslocada. Esse
resultado so foi possivel gracas &s técnicas desenvolvidas na ultima década.
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Figura 4: Ajuste linear da temperatura BKT para diferentes valores de L obtidas da susceptibilidade e do
modulo de helicidade. Os valores no grafico marcam a extrapola¢do no limite termodinamico.
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Na figura 5 estdo apresentadas as curvas de g meédias para diferentes concentragdes de

sitios magnéticos p. Observa-se que o valor da temperatura BKT diminui com a reducéo de p
como esperado.
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Figura 5: Curva de susceptibilidade para diferentes tamanhos de L e concentracdo de impurezas p.

Na figura 6 estad apresentado o diagrama de transi¢do de fase. Uma linha de transicdo BKT
separa 0 diagrama em duas regiGes, uma de ordem topoldgica e outra de desordem. A curva
assemelha-se bastante a uma reta, diferindo do diagrama obtido para rede quadrada. Na rede
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quadrada observa-se que nas proximidades do ponto de percolagdo a curva apresenta uma
declividade proxima de 90°. Na rede Kagome, no entanto, ela decresce até o ponto de
percolacdo de forma mais suave. Esse resultado demonstra a importancia da topologia da rede
nas propriedades dos sistemas. A rede Kagome por apresentar 0 mesmo nimero de coordenacgao
e dimensionalidade da rede quadrada em muitas das técnicas de analise ndo apresentam
diferencas, a exemplo da teoria de campo médio que ndo consegue diferencia-las
adequadamente.

Um importante parametro estudado nos sistemas diluidos é a reducéo inicial da temperatura
Tekr(p) com a diluicdo, que é definido por

_ ﬂ Taer ()

dp \ Taer (D) =1
Esse é um pardmetro bastante utilizado para comparar resultados tedricos e experimentais. O
valor de 1 encontrado neste trabalho foi 1 =2,44 que é maior que B. Berche et al ® encontraram
para 0 mesmo modelo, mas na rede quadrada : =7,0/. Um valor muito baixo comparado com o
obtido na rede Kagome, porém coerente, visto que a concentracdo de percolagdo da rede de
Kagome é maior que a da rede quadrada.
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Figura 6: Diagrama de fase no plano temperatura reduzida Tgkr(p)/Tekr(1) versus concentragéo de sitios
magnéticos para o modelo XY com diluigdo por sitios na rede Kagome. A barra de erro é menor que 0s
simbolos utilizados.” Ref 21 ™ Refl2%],

4, CONCLUSAO

Nessa pesquisa foi realizado um extensivo estudo do comportamento critico do modelo XY
na rede Kagome com dilui¢do temperada por sitio. Apesar dessa ndo ser uma rede de Bravais 0
sistema apresentou um comportamento de transicdo BKT como esperado para o modelo XY
bidimensional. Por meio da técnica de simulacdo encontrou-se com boa precisdo a temperatura
BKT no limite termodindmico para a rede Kagome e o valor da declividade inicial da
temperatura com a diluicdo, resultados expressivos para a literatura cientifica. Foi possivel
comparar os resultados com resultados para rede quadrada, denotando as diferencas na
topologia da curva do diagrama de transicdo de fase da rede Kagome.
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